A matematika alapjai, 1. 6ra

1. Igaz vagy hamis?

a) el b) 0 = {0} c)Def{d} d){0}eo e) D C {0}  £){0}cO
g) 0o h) {0} = {{0}} 1) 0 {03} J) {0 e{{0}} k) Oc {0} D {0} < {{0};}
m) {0,{0}} € {{#}} n)DeN 0)0CN  p){l}eN  q) {0}CN

2. a) A Végtelen Széallodaban végtelen sok szoba van, minden természetes szam pontosan egy szoba szdma.
Egy 1uj vendég szobét szeretne foglalni, azonban a szélloda tele van. Mit tehet a tulajdonos, ha szeretne a
szallodajaban szobat adni az 4j vendégnek, de persze a régieket sem akarja elkiildeni?

b) Egy végtelen busz érkezik, tele 4j vendéggel (sorszamozottak). Tud-e mindegyiknek szobat adni a tulaj?
c) Ujabb végtelen busz érkezett, de ezittal nem is egy, hanem végtelen sok darab, melyek a természetes
szdmokkal vannak sorszamozva, és mind tele van szobara ahitozd vendéggel. ..

3. Uhanga torzsfénok az esti szavazas eredményét Osszegzi. Aki a szomszéd torzs megtamadasat szorgal-
mazta, piros bogyot dobott az edénybe, aki nem, az z6ldet. Uhanga ugyan nem tud szamolni, mégis meg
tudta allapitani, melyik tabor nyert. Hogyan?

4. Mibgl van tobb: a) paros vagy paratlan szambol? b) természetes szambol vagy négyzetszambol?

Definici6: Legyen A és B két halmaz, f pedig egy A — B fiiggvény (azaz A minden eleméhez hozzarendeli
B-nek pontosan egy elemét). Azt mondjuk, hogy f injektiv, ha Vo,y € A,z # y esetén f(z) # f(y); szir-
jektiv, ha Vb € B3a € A: f(a) = b; és bijektiv, ha sziirjektiv és injektiv egyszerre.

5. Mutass. ..
a) N — Q injekciot. b) Q — N injekciot. ¢) Q — N sziirjekciot. d) N — Q szlirjekciot.
e) N — Q bijekciot.

6. Mutass bijekciot

a) R és a (—1;1) kozott;

b) az N halmaz Osszes részhalmazabol allo halmaz (jele: P(N)) és a végtelen hosszi 0-1 sorozatok kozott;,
c) a [0;1] és a [0;1) intervallumok kozott.

7. a) Mutass injekciot P(N) és R kozt.
b) Mutass injekciot R és P(N) kozt.

8. Igazoljuk az alabbi allitdsokat az f: A — B és g: B — C leképezésekre:

a) Ha f és g injekcio, akkor g o f is az.

b) Ha go f injekcio, akkor f is az, de g nem feltétleniil az. De ha rdadéasul f sziirjektiv, akkor g is injekcio.
c) Ha f és g sziirjektivek, akkor g o f is az.

d) Ha g o f sziirjektiv, akkor g is az, de f nem feltétleniil. De ha rdadasul g injektiv, akkor f is sziirjektiv.

Jelblés: Legyen f tetszéleges fiiggvény, X C Dy, Y tetszGleges halmaz. Ekkor f[X]| = {f(z): z € X}
(ez az X-beli elemek képeinek halmaza), és f~'Y] = {z € Ds: f(z) € Y} (ez az Y-ba képz6ds elemek
halmaza). Vegyiik észre: f~! altaldban nem Ry — Dy fiiggvény (miért?), de halmazfiiggvényként nyugodtan
értelmezhetjiik.

9. Legyen f: R — R, x — x2. Micsoda f[(—=1;1)], f71[{4,5,6}], f1[(=1,1)], fF[(—3;—2)]?

10. Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy f: A — B fiiggvény esetén mikor teljesiil minden
X,Y C Ara, hogy fIX NY] = fIX]N f]Y].

11. Legyen f: A — B. a) Mikor igaz f~![f[X]] = X minden X C A-ra? b) Mikor igaz f[f~![Y]] =Y
minden Y C B-re?



12. a) Fejezziik ki a N operaciot a \ operacioval. (Azaz: adjunk olyan formulat, mely csak az A, B
jeleket, zarojeleket és a \ jelet tartalmazza, és tetszGleges A, B halmaz esetén elvégezve a formula altal elsirt
miiveleteket az A N B halmazt kapjuk eredményiil.)

Definialjuk a szimmetrikus differenciat a kévetkez6képpen: AAB = (A\ B) U (B \ A). Fejezziik ki az U, N
és \ operaciokat a

b) A ésn;

c) A és U;

d) A és )\ segitségevel.

e) Igazoljuk, hogy az U operacié nem fejezhetd ki csak a N és a \ felhasznalasaval.

f) Igazoljuk, hogy a \ operacio nem fejezhetd ki csak a N és az U operéaciokkal.

13. Mutassuk meg, hogy a A szimmetrikus differencia kommutativ és asszociativ mivelet, tovibba a N
ra vonatkozoan disztributiv (azaz AN (BAC) = (AN B)A(ANC)), létezik ra nézve neutralis elem, és az
ANAX = B egyenlet X-re mindig megoldhaté. Mi kéze mindennek a kettes szamhoz?

14. a) Mutass n db. n— 1 elemd halmazt, melyek koziil barmely n — 1-nek van kozos eleme, de az 6sszesnek
nincs (n > 2).

b*) Mutasd meg, hogy tetszdleges, az el6z6 részfeladat kovetelmeényeit kielégité n darab halmaz unidja n
elemf.

¢) Mutass harom halmazt, melyek koziil barmely kettének végtelen sok kozos eleme van, de a hdromnak a
metszete ires.

15. Legyenek a feladatban szerepld halmazaink egy X alaphalmaz részhalmazai. Az A halmaz X-re vonat-
koz6 komplementerét A = X \ A definialja. Mutassuk meg, hogy

a) A= A;

b) ANB=AUB;

c) AUB = ANB;

d) A\B=AUB.

e) Mutassuk meg, hogy az A1, As, ..., A, halmazokbol a komplementalas, a N és az U miiveletekkel legfel-
jebb 22" kiilonbozs halmaz allithaté els.

f) Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy ennyi halmaz elgéllithato legyen.

16. Legyen Ax B = AU B. Mutassuk meg, hogy U, N, \ kifejezhet§ a * operacioval. (Egy X alaphalmaz
f6lott dolgozunk.)



