A matematika alapjai, 3. éra

1. a) Mutassuk meg, hogy nincs bijekcié N és & (N) kozott (utébbi az N halmaz 6sszes részhalmazabdl 4ll6 halmaz).
b) Létezik vajon N — R bijekcié?

Definici6: A és B halmazok ekvivalensek (jelolésben A ~ B), ha létezik f: A — B bijekci6 (jelolésben A ~ ¢ B).

2. Mutassuk meg, hogy a ~ ekvivalenciareldcié! (azaz A ~ A (reflexiv); ha A ~ B, akkor B ~ A (szimmetrikus); ha
A ~ Bés B~ C, akkor A ~ C (tranzitiv)).

,,Definicié”! (szamossagok és osszehasonlitasuk):

P

o Az el6z6 feladat alapjan a halmazok Osszessége egymassal ekvivalens halmazok osztilyaira bomlik. Az egy
osztélyban levd halmazok kozos tulajdonsagét szdmossdgnak hivjuk; egy A halmaz szdmosséagat |A|-val jeloljiik.
Ha tehdt A ~ B, akkor azt mondhatjuk, hogy A és B szdmossdga ugyanaz, frasban |A| = |B|.

o Két szamossdg, a és b egyenld, ha valamely |A| = a és |B| = b halmazokra A ~ B. (Lattuk, hogy ez jéldefinialt:
nem fiigg a mintahalmazok valasztdsitol.)

e Ha a és b szamossdgok, akkor a < b definici6 szerint akkor, ha valamely |A| = a és |B| = b halmazok esetén van

A — B injekcid;
e Ha a és b szdmossagok, akkor a < b definicié szerint akkor, ha a < b, de a # b.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a szimossigokon definialt < jéldefinialt részbenrendezés, azaz: kompatibilis az
=-gel (nem fiigg a mintahalmazok valasztisatol); reflexiv (a < a); tranzitiv (a < b < ¢ = a < ¢); és antiszimmetrikus
(a<bésb<aeseténa =0>).

3. Mutassuk meg, hogy

a)ha A, A’, B, B' halmazok, |A| < |B|, |A| = |A’| és |B| = |B'|, akkor |A’| < |B'|;

b) tetszSleges két a, b szamossagra a < b joldefinialt, azaz teljesiilése vagy nem teljesiilése nem fiigg a mintahalmazok
valasztasatol,

¢) ha a és b szdmossagokra a < b és b < a, akkor a = b.

d) ha a szdmossag, akkor a < g;

e) ha a, b és c szamossidgokraa < b és b < ¢, akkora < c.

4. Kovetkezik vajon az eddigiekbdl, hogy. ..

a) ha az a, b, ¢ szamossagokra a < b < ¢, akkor a < ¢?

b) |A| < |B| és |B| < |A| nem teljesiilhet egyszerre?

¢) tetszGleges A, B halmazokra |A| < |B|, |A| = |B|, |A| > |B| koziil pontosan az egyik teljesiil (azaz a ,kiterjesztett <”
is trichotém?)

Definicié: Az R szamossagat kontinuumnak nevezziik, amit c-vel jeloliink. Az N szdmossagat megszdmldlhato végte-
lennek nevezziik és X-lal jeloljiik (ejtsd: alef null).

5. Mit mondhatunk X és ¢ viszonyarol?

6. Mutassuk meg kozvetleniil, hogy nincs bijekcié N és a valds szdmok kozt, masképp szdlva, hogy tetszbleges valds
ay,ay,...,an,... szamsorozathoz taldlhato olyan valds x valés szam, melyre Vi € N: x # a;. (Aprop6: miért ugyanaz a
kétféle megfogalmazas?)

7. Mutassunk bijekciét. ..

a) (al;ag) X (bl;bz) és (01;02) X (dl;dz) kﬁZﬁttz, ahol a; < ap, by < by, c1 <crésd) < dy;
b) (—7/2;7/2) x (—7/2;7/2) és R? kozott;

©) (0,1) & (0,1) x (0,1) kézott.

d) Mit jelent ez R és R? szdmossagdra nézve?

'Ez igy nem teljesen korrekt, Id. pl. Komjath Péter ‘Halmazelmélet’ jegyzetét.
2Ez két nyilt téglalap.



