A matematika alapjai, kiegészités a feladatsorokhoz
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Néhany vazlatos illusztracié a szokasos szamfogalmak halmazok segitségével torténo értelmezésére.

1. A természetes szamok értelmezése halmazokkal. Legyen 0 = (¥, és egy n szam rakovetkezje (amit jelolhetiink
n+ 1-gyel) legyen n L {n}. Igy példaul 1 =0U {0} = Fu{F} ={T}={0}: 2=1u{1} = {TF}u{{T}} =
{7,{}} ={0,1}. Altaldban n = {0,1,2,...,n— 1}; és val6ban, ekkor n+ 1 =nu {n} ={0,1,2,...,n— 1,n} mindig
fennall. Ezek a fogalmak (0, rakovetkezd) teljesitik Peano-axiémarendszer kdvetelményeit (ami a természetes szamok
bevett axidmarendszere), tehat a szokdsos miiveletek és a rendezés is megvaldsithaté ezen szimfogalommal, de ezzel
most nem foglalkozunk.

2. Az egész szamok értelmezése halmazokkal. Negativ szamaink eddig nincsenek. Nemnegativ szamok kiilonb-
ségeként el6 tudjuk allitani a negativ szdmokat is, de kivonni sem tudunk. Az otlet az, hogy egy kivonds ered-
ményét nem, csak a kivondsban szerepld tagokat haszndljuk: egy (a,b) € N x N part magunkban az a — b kivonds
eredményének gondolhatunk. Persze igy pl (6,4) és (4,2) ugyanazt ,jelenti”. Vezessiik be a ~ reldciét N x N-en:
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d = b+ c (ami persze azzal ekvivalens, hogy a — b = ¢ — d, de Ggy fogalmaztuk meg, hogy
nem kell hozz4 a kivonast értelmezni). Ez a ~ relacié ekvivalenciarelacid, ennek ekvivalenciaosztilyai az egész sza-
mok.

3. A racionalis szamok értelmezése halmazokkal. Ez taldn a legismertebb: torteket akarunk képezni az egész sza-
mokbdl, de valahogy tigy értelmezve, hogy ne kelljen osztani (hiszen azt még nem tudunk). Az otlet az, hogy az osztas
eredményét magdt nem, csak az osztdsban szerepld tagokat haszndljuk, tehdt egy ¢ tortet az (a,b) pdr jelent (az osztds
elvégzése nélkiil). Persze ugyanazt a szamot tobb tort is el6allit, tehat itt is sziikségiink lesz egy ~ ekvivalenciarelaci-
6ra: (a,b) ~ (c,d) <= ad = bc (ez azzal ekvivalens, hogy a/b = c/d, de nem kell elvégezni hozza az osztéast). A ~

reldci6 ekvivalenciaosztilyai legyenek a raciondlis szdmok.

4. A valés szamok értelmezése halmazokkal. Ha mar vannak raciondlis szamaink, konnyen adédik az otlet, hogy
konvergens raciondlis sorozatok hatarértékeként el6all az 6sszes valds szam. Egy raciondlis sorozat (ag,a,as, .. .,d, €
Q) ugyanaz, mint egy f: N — Q fiiggvény (az a, = f(n) azonositdssal), tehdt tudjuk ket halmazokként értelmezni (a
fliggvényeket mar értelmeztiik halmazokként). A konvergencia eldontésére viszont nem hasznélhatjuk azt a definiciot,
hogy ,.,az a, sorozat konvergens, ha A, melyre Ve > O-ra AN, hogy minden n > N esetén |a, —A| < €”, hiszen igy
egy irraciondlis szamhoz tarté sorozatot nem mondandnk konvergensnek (az A = v/2 szereposztas nem mikodik, mert
még csak raciondlis szdmaink vannak). Ehelyett a Cauchy-konvergencia fogalmat fogjuk hasznélni: egy a, racionélis
sorozat konverges, ha minden € > 0 (raciondlis) szdmhoz létezik olyan N € N kiiszobérték, hogy tetszdleges m,n = N
esetén |a, —ap| < 0. Analizisbdl tanultuk, hogy a kétféle definicié ugyanazt a konvergenciafogalmat adja a valds sza-
mok korében. Legyen tehat S a Cauchy-konvergens raciondlis sorozatok halmaza. Persze itt is sziikségiink van egy ~
ekvivalenciareldciéra, ami azt donti el, hogy két sorozat ugyanoda tart-e; legyen a,, ~ b,,, ha Ve > 0 (raciondlis) szamra
iN, hogy minden n > N esetén |a, — b,| < €. Ez ekvivalenciarelaci6 lesz, az ekvivalenciaosztalyai legyenek a valés
szamok. Itt is igaz, hogy a szokdsos miiveletek, rendezés értelmezhetd Ugy, hogy a valés szdmok axidmarendszerét
kielégitd rendszert kapjunk, tehat a valés szdmok fogalmadt is lehetséges halmazok segitségével értelmezni.



