A matematika alapjai, 7. éra

1. a) Legyen S az 6sszes tedskanal halmaza, T pedig az 6sszes olyan dologé, ami nem tedskanal'. Melyik igaz ezek
kozil: SeT,TeS, S8, TeT?

b) Hm, ezek szerint kétféle halmaz van: H € H és H ¢ H is el6fordulhat. Legyen X azon halmazok halmaza, melyek
nem elemiik 6Gnmaguknak. Mit mondhatunk X-r61?

Megoldds: a) S egy halmaz, tehat biztosan nem kevergetnénk vele a tednkat, azaz S nem tedskanal, igy Se T, és S ¢ S.
T is egy halmaz, ami nem tedskandl, igy T ¢ S, de T € T. Ezek szerint néhdny halmaz eleme sajat maganak, néhany
pedig nem. b) X definicidja szerint X € X <= X ¢ X. Ajaj...

2. Vegyiik az 6sszes halmazok U halmazat, meg annak a hatvanyhalmazat. J6 ez igy?

Megoldds: Hajaj...Cantor tétele szerint | 2 (U)| > |U]|, tehat &?(U)-nak biztosan van olyan eleme (azaz U-nak olyan
részhalmaza), ami nem eleme U-nak, azaz nem halmaz. Node egy halmaz részhalmaza mégiscsak halmaz...Ezek
szerint nincs olyan sem, hogy az 6sszes halmazok halmaza. De miért?!

3. a) Mutassuk meg, hogy szdmossagok tetszéleges H halmazdhoz taldlhaté olyan a szamossag, melyre Vhe H: a = h.
b) Mutassuk meg, hogy szdmossagok tetszdleges H halmazahoz taldlhat6 olyan b szdmossag, melyre Vhe H: b > h.
¢) Mutassuk meg, hogy szdmossagok tetszéleges H halmazdhoz taldlhaté olyan szdmossag, amely nincs benne H-ban.
d) Legyen H az 0sszes szamossagok halmaza. Van-e valami rossz érzésed H-val kapcsolatban?

Megoldds: a) Minden s € H szamossaghoz legyen H egy mintahalmaz (|Hy| = s). Vegyiik az X = UgepHy halmazt.
Mivel H; c X, a = |H,| < |X| minden s € H-ra, tehdt a = |X| j6 vdlasztds.

b) Legyen b = | Z(X)| az el6z8 X -szel. Ekkor a Cantor-tétel alapjan Vhe H: h < a < b, igy a szigoru egyenlGtlenség
atvitelére l4tottak alapjan b jo.

¢) Az el6z6 b megteszi, hiszen Vhe H: b > h,tehat Vhe H: b # h,azaz b ¢ H.

d) Ezek szerint nincs is olyan, hogy az 0sszes szdmossdg halmaza. Mindig van olyan szdmossdg, ami kimarad. De
mi az, hogy nincs ilyen?!?! Miért ne lenne?? Mi baj van ezzel a definiciéval, hogy legyen H az 0sszes szamossag

halmaza? Ki érti ezt, ki érti ezt?

4. Mit is neveziink halmaznak?

Megoldds: Inkabb menjiink haza! Eddig azt gondoltam, tudom, mi az a halmaz, de most mar fogalmam sincs. Annyit
mondunk, hogy ,,vegyiik az Snmagukat nem tartalmaz6 halmazok halmazat”, és kideriil, hogy ez ellentmondasos, nem
vehetem ezt a halmazt. De még csak azt se mondhatom, hogy vegyiik a szdmossdgok halmazit, mert azzal is baj
van! Akkor most milyen halmazok vannak, és milyenek nincsenek?! Mégis, mire mondhatjuk, hogy az halmaz, és mi
alapjan?!? Merhetem azt mondani, hogy vegyiik az 6sszes Cauchy-konvergens raciondlis szimsorozat halmazit? Vagy

tobbi alapfogalmat? Kétségbeejtd. Hat ezért jarok matek szakra?! (De azért még nincs vége dm a kurzusnak. . .)

Ha valaki ezt komolytalannak érezné, a tedskandl szGt szinte tetszdleges més, jobban definialt / komolyabbnak tiinG fogalommal helyettesit-
heti. Bertrand Russelnek nem volt probléma, hogy ezt a példat hasznélja.



