A matematika alapjai, 8. feladatsor

Zermelo-Fraenkel axiomak:

0. Az egyenloség axiomaja. Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor egyenldk.

1. A létezés axiomaja. Létezik halmaz. (ErGsebb formdja: 1étezik az iires halmaz.)

2. Részhalmaz-axiéma. Ha A halmaz, T pedig egy szabatosan megfogalmazott tulajdonsdg, akkor {x € A: T'(x)}
halmaz.

3. Paraxioma Ha x és y halmaz, akkor 1étezik olyan halmaz, mely pontosan x-et és y-t tartalmazza.
4. Az unié axiémaja. Ha A halmaz, akkor UA := {x: Jy€ A: x € y} is halmaz. (Azaz UA = UgeaB.)
5. A hatvanyhalmaz axiémaja. Ha A halmaz, akkor #(A) = {x: x € A} is halmaz.

6. A végtelen halmaz axiomaja. Van végtelen halmaz.

7. A pétlas axiémaja. Ha A halmaz, f operdci6', akkor {f(x): x € A} halmaz.

8. A jolfundaltsag axiémaja. Ha A halmaz, akkor van olyan B € A, melyre A n B = (.

Az alabbi feladatok allitdsait a fenti axiomakbodl vezessiik le (azaz semmi masra nem hivatkozhatunk, mint a fenti
axidmadkra, és a szokdsos levezetése szabdlyokra). Ha ez megtehetS, az azt jelenti, hogy az adott 4llitds minden ZF -
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univerzumban igaz. (Megjegyzés: a ,,szokdsos” matematika nagy része levezethetd a ZFC axidmakbdl (a C kés6bb
lesz), azaz mindig mlikodik, fiiggetleniil attdl, hogy konkrétan melyik ZFC-univerzumra (halmazokra) épitjiik fol a
matematikat.)

1. Vajon {J} = {, T} vagy sem?

Mutasd meg, hogy a jolfundaltsdg miatt nem lehet olyan X halmaz, melyre X € X.
Az 1. és a 2. axidémabdl vezesd le a 1étezés axidméjanak erds valtozatat.

Mutasd meg, hogy ha A és B halmazok, akkor A n B és A\B is azok.

Legyenek A, B és C halmazok. Igazoljuk, hogy A U B és A u B u C is halmazok.
Mi a kiilonbség v, u{ T} és U{{T}} kozott?
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. Hény halmazt tudunk késziteni az iires halmazbél kiindulva az els6 hirom axiéma segitségével? Es milyen elem-
szamuakat" Es ha az uni6 axiéméjat is hasznalhatjuk?

8. (Rendezett par.) Adott x és y esetén legyen (x,y) = {{x}, {x,y}}. Mutassuk meg, hogy a) {x,y) halmaz, és b) (x,y) =
(u,vy <= x=uésy=v.

9. Legyen A x B={{x,y): x€ A,y € B}. Ldssuk be, hogy ha A és B halmazok, akkor A x B is az.

10. Mutassuk meg, hogy egy fiiggvény értelmezési tartomédnya (D) és értékkészlete (Ry) is halmazok. (Emlékeztets:
Egy f halmaz fiiggvény, ha f elemei rendezett parok, és (x,y) € f és {x,y’) € f esetén mindenképpen teljesiil y = y'.)

11. Mutasd meg, hogy tetszSleges A halmazra az A-n értelmezett identitas leképezés egy fiiggvény (azaz ha A benne
van egy ZFC-univerzumban, akkor az A-n értelmezett identitas is).

12. Legyen f injektiv fiiggvény. Vezesd le a ZFC axiémakbol, hogy f~! is fiiggvény! (Speciel bijektiv fiiggvénynek
is mindig van inverze.)

13. Lassuk be, hogy ha f és g fiiggvények és Ry — D,, akkor kompozicidjuk is az.

14. Legyen A egy nemiires halmaz. Vezesd le a ZFC axiémékbdl, hogy az az f: A — Z?(A) hozzarendelés, melyre
f(a) = {a} minden a € A-ra, egy fiiggvény!
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15. Hol haszndltuk az el6z6 négy allitast (fiiggvényt) korabbi tanulméanyainkban? (Lépten-nyomon!)

0lyan hozzarendelés, ami nem feltétleniil fiiggvény, azaz az értelmezési tartomdnya nem feltétleniil halmaz.



