A matematika alapjai, 8. feladatsor

Motivacié: amit eddig csindltunk, az az tn. naiv halmazelméleten alapult: ott objektumok tetszSleges (értelmes)
gytijteménye halmazt alkot, azaz mondhattunk olyanokat, hogy ,,vegyiik az egész szdmok halmazat”, ,,vegyiik a paros
természetes szamok halmazat”, ,,vegyiik a tedskanalak halmazit”, ,,vegylik az 0sszes szdmossdg halmazat”, ,,vegyiik
az 0sszes halmazok halmazét”, ,,vegyiik az onmagukat nem tartalmazé halmazok halmazat” stb. Viszont lattuk, hogy
ez ellentmondédsokhoz vezet. Konklizié: nem mondhatjuk objektumok barmilyen gytijteményére azt, hogy az egy
halmaz. (A halmaz a ,kicsi”, ,,j6l kezelhetd” gytijtemények, melyekkel sok megszokott dolgot lehet csindlni, példaul
képezni a hatvanyhalmazat stb.) Megoldas: bizonyos 6sszességeket, gyiijteményeket fogunk halmazoknak nevezni; a
halmaznak nevezett gyGjtemények Osszességét halmazuniverzumnak fogjuk nevezni és ezt az Gsszességet % -val jelol-
hetjitk. Akkor lesz alapunk az % gydjteményt halmazuniverzumnak nevezni, ha teljesiti az aldbbi axiémarendszerben
megfogalmazott elvardsainkat; ezeket fogjuk ZF -univerzumoknak hivni.

Figyelem! InnentGl a halmaz sz6 azt jelenti, hogy olyan gy(jtemény, ami benne van % -ban rogzitett 7/ -ra nézve. (Vi-
gyazat! % nem egyértelmd, tobbféle halmazuniverzum is létezik! Ahogy a csoportelmélet axiémadit sokféle struktira
teljesiti, melyek mindegyikét joggal nevezziik csoportnak, ugyantigy az alabbi axiomékat is sokféle halmazuniverzum
teljesiti, és mindegyiket joggal nevezziik halmazuniverzumnak. De ezek kozott lehetnek eltérések: ugyanaz a gy(jte-
mény az egyik halmazuniverzumban benne lehet, azaz halmaznak szamit, egy masik halmazuniverzumban meg nincs
benne, azaz ott nem szamit halmaznak.)

Zermelo-Fraenkel axiomak:

0. Az egyenloség axiomaja. Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor egyenldk.

1. A létezés axiomaja. Létezik halmaz. (ErGsebb formdja: 1étezik az iires halmaz.)

2. Részhalmaz-axioma. Ha A halmaz, T pedig egy szabatosan megfogalmazott tulajdonsag, akkor {x € A: T(x)}
halmaz.

3. Paraxiéma Ha x és y halmaz, akkor 1étezik olyan halmaz, mely pontosan x-et és y-t tartalmazza.
4. Az unié axiomaja. Ha A halmaz, akkor UA := {x: Jy€ A: x € y} is halmaz. (Azaz UA = UpeaB.)
5. A hatvanyhalmaz axiémaja. Ha A halmaz, akkor #(A) = {x: x < A} is halmaz.

6. A végtelen halmaz axiomaja. Van végtelen halmaz.

7. A pétlas axiomaja. Ha A halmaz, f operécié', akkor {f(x): x € A} halmaz.

8. A jolfundaltsag axiomaja. Ha A halmaz, akkor van olyan B € A, melyre A n B = (.

Néhany megjegyzés:

1. A részhalmaz-axiéma nagyon hasonlit a naiv halmazelméletre: megfogalmazunk egy tulajdonsigot, az annak
eleget tevo elemeket Osszegy(jtjiik, és a kapott gyijtemény egy halmaz. A nagyon fontos kiilonbség ott van,
hogy a naiv halmazelméletben a vilag 0sszes 1étezdje koziil valogattuk ki a megfeleld elemeket, a részhalmaz-
axiémdban pedig egy halmaz elemei koziil. Tehdt a tulajdonsag szerinti vizsgélatnak és 6sszegyijtésnek aldvetett
elemek 0sszessége sokkal korlatozottabb a részhalmaz-axiéma esetében.

2. Amikor néhdny halmaz unidjét vessziik, ugye meg kell mondanunk, hogy melyik halmazokat uniézzuk (,,0nt-
jiik Ossze az elemeiket egy zsdkba). A naiv megkozelitésben barmit mondhatnank; itt viszont fontos, hogy az
Osszeuniézdsra keriil halmazok gytijteménye is halmazt kell alkosson. Tehat csak ,,halmaznyi” halmazt tudunk
0sszeunidzni, nem akdrmennyit; ezt a halmazt kell megadnunk, az elé irjuk az uni6 jelet. Ha példaul az X és
Y halmazok unidjat akarjuk venni, azt akkor tehetjiik meg az uni6 axiéomdja szerint, ha {X,Y} egy halmaz; és
ekkor U{X,Y} éppen X U Y. Ugyanigy megy nem kett, hanem akdrmilyen sok halmazra is: ha az dsszeunié-
zand6 halmazok 0sszessége halmaz, akkor az unié axiéméja garantalja, hogy az unidjuk is halmaz (ha pedig az
Osszeuni6zandé halmazok 9sszessége nem halmaz (azaz nincs az %/ halmazuniverzumban), akkor az ,,6sszedn-
tésiikkel” kapott gytjtemény (az unidjuk) vagy halmaz, vagy nem; ekkor az unié axiémaja nem mond semmit.)

3. A hatvdnyhalmaz axiémdjandl értsiik jol: egy A halmaznak néhdny elemébdl 4all6 B gy(ijtemény nem biztos, hogy
részhalmaza A-nak; csak akkor részhalmaz, ha B halmaz is, azaz B benne van az % halmazuniverzumban. A
Z(A) hatvanyhalmazban tehdt azok a B halmazok vannak benne, melyeknek minden eleme A-ban van; de ez
nem feltétleniil jelenti az A elemeibdl képezhetd ,,0sszes lehetséges” gytjteményt. Megjegyzés: azért az Gsszes
emberi ésszel elképzelhetd gyljteményt jelenti: a részhalmaz-axiéma alapjdn, ha meg tudunk fogalmazni egy
T tulajdonsagot, ami alapjan kivdlogatunk néhdny elemet A-bdl, akkor ez a B gytijtemény halmaz lesz, tehat A

0lyan hozzarendelés, ami nem feltétleniil fiiggvény, azaz az értelmezési tartomdnya nem feltétleniil halmaz.



részhalmazit kapjuk. De elképzelhetd, hogy A-nak néhdny elemébdl 4ll6 gytjteményt nem tudunk tulajdonsig
alapjan kivalogatni, mert ,,nincsenek rd szavaink”. Itt érdemes megjegyezni, hogy egy T tulajdonsidg megfo-
galmazdsa véges hosszisdgi mondattal (formuldval) torténik, és véges mondatbdl csak megszdmlédlhatéan sok
van; tehat a részhalmaz-axiéma egy végtelen halmaz esetén messze nem képes megfogni az ,,0sszes lehetséges”
véalogatdst.

4. Ha % nem teljesitené a végtelen halmaz axidmadjat, akkor példaul nem lehetne % -ban értelmezni a természetes
szdmok halmazat (hiszen az egy végtelen halmaz). Ez olyan veszteség lenne, amit nem szeretnénk elszenvedni.

5. A p6tlds axiém4jandl példa operdtorra a szdmossdg: minden halmazhoz hozza tudjuk rendelni (meg tudjuk hata-
rozni) a szamossagat, de az A — |A| leképzés nem fiiggvény, mert az értelmezési tartomédnya az dsszes halmaz,
és lattuk, hogy az 0sszes halmaz gy(jteménye nem alkothat halmazt (abbdl ellentmonddst kapunk). Ennek az
operatornak az értékkészlete az dsszes szamossag gyljteménye, ami szintén nem halmaz. Az axiéma azt mondja,

hogy ha a bemenetet megszoritjuk halmaznyi méretre, és csak az azon el6dllo értékeket gyujtjiik 6ssze, akkor az
eredmény egy halmaz kell legyen.

Az alabbi feladatok allitdsait a fenti axiomakbdl vezessiik le (azaz semmi masra nem hivatkozhatunk, mint a fenti
axiémadkra, és a szokdsos levezetése szabdlyokra). Ha ez megtehetS, az azt jelenti, hogy az adott allitds minden ZF -
univerzumban igaz. (Megjegyzés: a ,,szokdsos” matematika nagy része levezethet$ a ZFC axiémakbdl (a C késGbb
lesz), azaz mindig miikodik, fiiggetleniil att6l, hogy konkrétan melyik ZFC-univerzumra (halmazokra) épitjiik fol a

matematikat.)

1. Vajon {F} = {&, T} vagy sem?

Megoldds: Ugyanazok az elemeik (mindkét halmaznak csak az iires halmaz az eleme), igy az egyenldség axidmadja
szerint a két halmaz ugyanaz (egyenl6k).

2. Mutasd meg, hogy a jolfundaltsag miatt nem lehet olyan X halmaz, melyre X € X.

Megoldds: Ha lenne, akkor a paraxiéma miatt szintén halmaz A = {X} megsértené a jélfundaltsigot: A egyetlen eleme
X,és X nA # I, hiszen X € X és X € A. Tehat nem létezne A-nak olyan eleme, amit megkovetel az axiéma.

3. Az 1. és a 2. axiémabdl vezesd le a 1étezés axidmdjanak erds véltozatat.

Megoldds: Ha A akdrmilyen halmaz (ilyen van: 1. ax.), akkor {a € A: a # a} = (& is halmaz a részhalmaz-axiéma
miatt (de az {a € A: a ¢ A} is tokéletes).

4. Mutasd meg, hogy ha A és B halmazok, akkor A n B és A\B is azok.
Megoldds: AnB={acA: acB},A\B={acA: a¢ B} halmazok a részhalmaz-axiéma miatt.

5. Legyenek A, B és C halmazok. Igazoljuk, hogy A U B és A u B u C is halmazok.

Megoldds: A paraxiéma miatt {A, B} halmaz, és U{A,B} = A U B az uni axiémédja szerint halmaz. Szintén a pdra-
xiéma szerint {C} halmaz, és a paraxiémat alkalmazva a {A, B}, {C} halmazokra kapjuk, hogy D = {{A,B},{C}} is
halmaz. Ekkor E = uD = {A,B,C}, igy UE = AU B uC az uni6 axiémja alapjan halmaz. (Avagy: a paraxioma szerint
{A U B,C} halmaz, és ekkor az uni6 axiémadja szerint U{A UB,C} = (AuB) UC =AU B u C is halmaz.)

6. Mi a kiilonbség U, U{Q} és L{{D}} kozott?

Megoldds: Az els6 az iires unid: az tires halmazban nincsenek halmazok, melyek uniéjat kellene venni, az eredmény
igy az iires halmaz. A mésodik esetben az {7} halmazban lev$ ¥ halmaz elemeit kell az uniéba tenni, ami igy nyilvan
szintén iires (de maga a miivelet nem iires, el kell végezni). A harmadik esetben az eredmény {(7}.

7. Hény halmazt tudunk késziteni az iires halmazbél kiindulva az elsé hdrom axiéma segitségével? Es milyen elem-
szdmuakat? Es ha az uni6 axiém4jat is hasznalhatjuk?

8. (Rendezett par.) Adott x és y esetén legyen (x,y) = {{x}, {x,y}}. Mutassuk meg, hogy a) {x,y) halmaz, és b) {x,y) =
u,vy <= x=uésy=v.

Megoldds: a) A paraxioma szerint {x} és {x,y} halmazok, és djfent a paraxioma szerint {{x}, {x,y}} is halmaz. b) Ha
x = u és y = v, akkor nyilvan {x,y) = (u,v). A megforditashoz tegyiik f6l, hogy {x,y) = (u,v). Esetszétvilasztdssal
folytatjuk: ha x =y, akkor {x,y) = {{x}} egy egyelemii halmaz, igy a jobb oldali halmaz is egyelemd, ami csak dgy
lehet, ha u = v és {u,v) = {{u}}. Ekkor az {{x}} = {{u}} egyenlGségbdl indulva, az egyenlGség axiémdjat kétszer
alkalmazva kapjuk, hogy {x} = {u} és x = u, tehat valoban x = u és y = x = u = v. Ha x # y, akkor (x,y) kételemi



halmaz, és emiatt (u,v) is az, tehdt u # v. Az egyenlGség axiomdja szerint {x} = {u} és {x,y} = {u,v} vagy {x} = {u,v}
és {x,y} = {u} kovetkezik, de az utébbi nem dllhat fent, mert nem egyeznek az elemszamok. Az el&bbi esetben az
egyenlGség axiomdja szerint x = u kovetkezik, amibdl {x,y} = {u,v} = {x,v}, tehat szintén az egyenlGség axiomdja
szerint y = v (x = v nem lehet, mert x = u és u # v).

9. Legyen A x B = {{x,y): x€ A,y € B}. Ldssuk be, hogy ha A és B halmazok, akkor A x B is az.

10. Mutassuk meg, hogy egy fiiggvény értelmezési tartomédnya (D) €s értékkészlete (Ry) is halmazok. (Emlékezteto:
Egy f halmaz fiiggvény, ha f elemei rendezett parok, és (x,y) € f és (x,y") € f esetén mindenképpen teljesiil y = y'.)
Megoldds: Pl. Dy halmaz voltdt mutatjuk meg az A x B-nél litottakhoz hasonldan. Az unié axiémdja szerint U f
halmaz; ebben azok a {x} és {x,y} alaki halmazok szerepelnek, melyek benne vannak valamely f-ben levs rendezett
parban (v.0. rendezett par fentebbi definicidja). Ismét az unié axidmdja szerint U U f halmaz; ebben olyan x és y alaku
elemek vannak, melyek szerepelnek U f valamelyik elemében. Azaz U U f = Dy U Ry (de azt még nem tudjuk, hogy
Dy és Ry halmazok volnanak). Ezutdn Dy = {xe€ v U f: 3y{{x}, {x,y}} € f} a részhalmaz axiémdja szerint halmaz.
Megjegyzés: Az amegoldas, hogy Dy = {x: Jy: {{x},{x,y}} € f} nem j6. Azért, mert itt az univerzum 6sszes x-e koziil
valogatjuk ki azokat, melyekhez 1étezik megfeleld y elem; de erre a 1épésre egyetlen axidma sem jogosit f6l minket.
Azért kellett a fenti meggondolds, hogy egy halmazbol tudjunk alkalmas elemeket vadlogatni.

11. Mutasd meg, hogy tetszSleges A halmazra az A-n értelmezett identitas leképezés egy fiiggvény (azaz ha A benne
van egy ZFC-univerzumban, akkor az A-n értelmezett identitas is).

Megoldds: Ha A halmaz, akkor az A-n értelmezett f identitasfiiggvény (persze halmazként értelmezve): f = {(a,a): a€
A} (hiszen f elemei rendezett parok, és minden par els6 eleméhez hozzérendeli a par masodik elemét, tehat minden
a € A elemhez éppen a-t rendeli). A rendezett par definicidja szerint (a,a) = {{a},{a,a}} = {{a},{a}} = {{a}} (az
utols6 két 1épésben az egyenlGség axiémdjét alkalmazzuk). Ezek szerint f = {{{a}}: a € A}; errl kéne bizonyita-
nunk, hogy halmaz (azaz az axiémak kikényszeritik, hogy % -ban legyen).

Mivel a halmaz minden a € A-ra, a paraxioma szerint {a,a} = {a} is halmaz (az egyenl§ség axiomdjat is haszndltuk).
Hasonl6an, mivel {a} halmaz, {{a}} is halmaz minden a € A esetén. Tehdt az f-ben Osszegy(jtends elemek mindegyike
szerepel % -ban.

Mar csak 0ssze kéne gytijteni 6ket egy halmazba; ehhez el6szor egy nagyobb halmazt keresiink, ami tartalmazza
mindet. Ha a € A, azt gy is mondhatjuk, hogy {a} c A, azaz {a} € &?(A). Tehat minden a € A-ra {a} € Z(A) (és sze-
rencsére {a} halmaz, tehdt jogosan irtuk az elSbbit). Hasonl6an: {a} € &?(A) ugyanazt jelenti, mint {{a}} € Z(F(A)),
tehdt minden a € A-ra {{a}} € Z(Z(A)). Mivel A halmaz, a hatvdnyhalmaz-axiéma szerint &?(A) halmaz, és ugyan-
ezen axioma szerint &7(Z?(A)) is halmaz, rdaddsul tartalmazza az sszes {{a}} halmazt (a € A).

Ezek utdn hamar készen vagyunk: f = {y € 2(#(A)): Ja € A, melyre y = {{a}}} halmaz a részhalmaz-axiéma sze-
rint, és ez a halmaz éppen az A — A identitasfiiggvény.

12. Legyen f injektiv fiiggvény. Vezesd le a ZFC axiémakbol, hogy f~! is fiiggvény! (Speciel bijektiv fiiggvénynek
is mindig van inverze.)

13. Lassuk be, hogy ha f és g fiiggvények és Ry < D,, akkor kompozicidjuk is az.

14. Legyen A egy nemiires halmaz. Vezesd le a ZFC axiémékbdl, hogy az az f: A — Z?(A) hozzarendelés, melyre
f(a) = {a} minden a € A-ra, egy fiiggvény!
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15. Hol hasznéltuk az el6z6 négy allitast (fliggvényt) kordbbi tanulmanyainkban? (Lépten-nyomon!)



