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❜❧♦❝❦✐♥❣ s❡ts ♦❢ PG(n; q)

✷✵✶✾
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❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ●r♦✉♣

❍✉♥❣❛r✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s

❊öt✈ös ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❇✉❞❛♣❡st

▼❆◆❯❙❈❘■P❚❙



❖♥ "❤❡ ✉♣♣❡' ❝❤'♦♠❛"✐❝ ♥✉♠❜❡' ❛♥❞ ♠✉❧"✐♣❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ 2❡"2

♦❢ PG(n, q)

❩♦❧#$♥ ▲✳ ❇❧$③*✐❦ ❚❛♠$* ❍1❣❡4 ❚❛♠$* ❙③➤♥②✐

▲❛"❡$" ✉♣❞❛"❡ ♦♥ ❖❝"♦❜❡- ✷✷✱ ✷✵✶✾

❆❜"#$❛❝#

❲❡ ✐♥✈❡%&✐❣❛&❡ &❤❡ ✉♣♣❡, ❝❤,♦♠❛&✐❝ ♥✉♠❜❡, ♦❢ &❤❡ ❤②♣❡,❣,❛♣❤ ❢♦,♠❡❞ ❜② &❤❡ ♣♦✐♥&% ❛♥❞ &❤❡

k✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ %✉❜%♣❛❝❡% ♦❢ PG(n, q)❀ &❤❛& ✐%✱ &❤❡ ♠♦%& ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❝♦❧♦,% &❤❛& ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ &♦
❝♦❧♦, &❤❡ ♣♦✐♥&% %♦ &❤❛& ❡✈❡,② k✲%✉❜%♣❛❝❡ ❝♦♥&❛✐♥% ❛& ❧❡❛%& &✇♦ ♣♦✐♥&% ♦❢ &❤❡ %❛♠❡ ❝♦❧♦,✳ ❈❧❡❛,❧②✱

✐❢ ♦♥❡ ❝♦❧♦,% &❤❡ ♣♦✐♥&% ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ %❡& ✇✐&❤ &❤❡ %❛♠❡ ❝♦❧♦,✱ &❤❡ ,❡%& ♦❢ &❤❡ ♣♦✐♥&% ♠❛②

❣❡& ♠✉&✉❛❧❧② ❞✐%&✐♥❝& ❝♦❧♦,%✳ ❚❤✐% ❣✐✈❡% ❛ &,✐✈✐❛❧ ❧♦✇❡, ❜♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣,♦✈❡ &❤❛& ✐& ✐% %❤❛,♣ ✐♥

♠❛♥② ❝❛%❡%✳ ❉✉❡ &♦ &❤✐% ,❡❧❛&✐♦♥ ✇✐&❤ ❞♦✉❜❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ %❡&%✱ ✇❡ ❛❧%♦ ♣,♦✈❡ &❤❛& ❢♦, t ≤ 3
8p + 1✱

❛ %♠❛❧❧ t✲❢♦❧❞ ✭✇❡✐❣❤&❡❞✮ (n − k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ %❡& ♦❢ PG(n, p)✱ p ♣,✐♠❡✱ ♠✉%& ❝♦♥&❛✐♥ &❤❡ ✇❡✐❣❤&❡❞
%✉♠ ♦❢ t ♥♦& ♥❡❝❡%%❛,✐❧② ❞✐%&✐♥❝& (n− k)✲%♣❛❝❡%✳

✶ ■♥#$♦❞✉❝#✐♦♥ ❛♥❞ $❡,✉❧#,

❚❤"♦✉❣❤♦✉& &❤❡ ♣❛♣❡"✱ ❧❡& H ❞❡♥♦&❡ ❛ ❤②♣❡"❣"❛♣❤ ✇✐&❤ ♣♦✐♥& 1❡& V ❛♥❞ ❡❞❣❡ 1❡& E✳ ❆ 1&"✐❝& N ✲
❝♦❧♦"✐♥❣ C ♦❢ H ✐1 ❛ ❝♦❧♦"✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ❡❧❡♠❡♥&1 ♦❢ V ✉1✐♥❣ ❡①❛❝&❧② N ❝♦❧♦"1❀ ✐♥ ♦&❤❡" ✇♦"❞1✱ C =
{C1, . . . , CN} ✐1 ❛ ♣❛"&✐&✐♦♥ ♦❢ V ✇❤❡"❡ ❡❛❝❤ Ci ✐1 ♥♦♥❡♠♣&② ✭1 ≤ i ≤ N✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦❧♦"✐♥❣ C✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ &❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ϕC : V → {1, 2, . . . , N} ❜② ϕC(P ) = i ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P ∈ Ci✳ ❲❡ ❝❛❧❧ &❤❡ ♥✉♠❜❡"1

1, . . . , N ❝♦❧♦"1 ❛♥❞ &❤❡ 1❡&1 C1, . . . CN ❝♦❧♦" ❝❧❛11❡1✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ❤②♣❡"❡❞❣❡ H ∈ E  ❛✐♥❜♦✇ ✭✇✐(❤

 ❡+♣❡❝( (♦ C✮ ✐❢ ♥♦ &✇♦ ♣♦✐♥&1 ♦❢ H ❤❛✈❡ &❤❡ 1❛♠❡ ❝♦❧♦"❀ &❤❛& ✐1✱ |H ∩Ci| ≤ 1 ❢♦" ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ N ✳ ❚❤❡
✉♣♣❡" ❝❤"♦♠❛&✐❝ ♥✉♠❜❡" ✭♦" 1❤♦"&❧② ❯❈◆✮ ♦❢ &❤❡ ❤②♣❡"❣"❛♣❤ H✱ ❞❡♥♦&❡❞ ❜② χ̄(H)✱ ✐1 &❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
♥✉♠❜❡" N ❢♦" ✇❤✐❝❤ H ❛❞♠✐&1 ❛ 1&"✐❝& N ✲❝♦❧♦"✐♥❣ ✇✐&❤♦✉& "❛✐♥❜♦✇ ❤②♣❡"❡❞❣❡1✳ ▲❡& ✉1 ❝❛❧❧ 1✉❝❤ ❛

❝♦❧♦"✐♥❣ ♣ ♦♣❡ ♦"  ❛✐♥❜♦✇✲❢ ❡❡✳ ■& ✐1 ❡❛1② &♦ 1❡❡ &❤❛& ❢♦" ❛♥ ♦"❞✐♥❛"② ❣"❛♣❤ G ✭&❤❛& ✐1✱ ❛ 2✲✉♥✐❢♦"♠
❤②♣❡"❣"❛♣❤✮✱ χ̄(G) ✐1 ❥✉1& &❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝♦♥♥❡❝&❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥&1 ♦❢ G✳

❆1 ♦♥❡ ❝❛♥ 1❡❡✱ &❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❤②♣❡"❣"❛♣❤ ❝♦❧♦"✐♥❣ ♣"♦❜❧❡♠ ✐1 ❛ ❝♦✉♥&❡"♣❛"& ♦❢ &❤❡ &"❛❞✐&✐♦♥❛❧

♦♥❡✱ ✇❤❡"❡ ✇❡ 1❡❡❦ &❤❡ ❧❡❛1& ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝♦❧♦"1 ✇✐&❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦❧♦" &❤❡ ✈❡"&✐❝❡1 ♦❢ ❛ ❤②♣❡"❣"❛♣❤

✇❤✐❧❡ ❢♦"❜✐❞❞✐♥❣ ❤②♣❡"❡❞❣❡1 &♦ ❝♦♥&❛✐♥ &✇♦ ✈❡"&✐❝❡1 ♦❢ &❤❡ 1❛♠❡ ❝♦❧♦"✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡"❛❧ ♠✐①❡❞ ❤②♣❡"❣"❛♣❤

♠♦❞❡❧✱ ✐♥&"♦❞✉❝❡❞ ❜② ❱♦❧♦1❤✐♥ ❬✾✱ ✶✵❪✱ ❝♦♠❜✐♥❡1 &❤❡ ❛❜♦✈❡ &✇♦ ❝♦♥❝❡♣&1✳ ❚❤✐1 ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐1 ❜❡&&❡"

❦♥♦✇♥ ❜✉& ❤❡"❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦& ❞✐1❝✉11 ✐&❀ &❤❡ ✐♥&❡"❡1&❡❞ "❡❛❞❡" ✐1 "❡❢❡""❡❞ &♦ ❬✶✶✱ ✶✷❪✳

■& ✐1 ❝❧❡❛" &❤❛& ✐❢ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ✈❡"&❡① 1❡& T ⊂ V ✐♥ H ✇❤✐❝❤ ✐♥&❡"1❡❝&1 ❡✈❡"② ❤②♣❡"❡❞❣❡ ✐♥ ❛& ❧❡❛1& &✇♦

♣♦✐♥&1✱ &❤❡♥ ❜② ❝♦❧♦"✐♥❣ &❤❡ ♣♦✐♥&1 ♦❢ T ✇✐&❤ ♦♥❡ ❝♦❧♦" ❛♥❞ ❛❧❧ &❤❡ ♦&❤❡" ♣♦✐♥&1 ♦❢ V ❜② ♠✉&✉❛❧❧②

❞✐1&✐♥❝& ❝♦❧♦"1✱ ✇❡ ♦❜&❛✐♥ ❛ ♣"♦♣❡"✱ 1&"✐❝& (|V | − |T |+ 1)✲❝♦❧♦"✐♥❣✳

✶



❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳ ▲❡" H = (V ;E) ❜❡ ❛ ❤②♣❡(❣(❛♣❤✱ t ❛ ♥♦♥♥❡❣❛"✐✈❡ ✐♥"❡❣❡(✳ ❆ ✈❡("❡① 2❡" T ⊂ V ✐2

❝❛❧❧❡❞ ❛ t✲!"❛♥%✈❡"%❛❧ ♦❢ H ✐❢ |T ∩H| ≥ t ❢♦( ❛❧❧ H ∈ E✳ ❚❤❡ 2✐③❡ ♦❢ "❤❡ 2♠❛❧❧❡2" t✲"(❛♥2✈❡(2❛❧ ♦❢ H
✐2 ❞❡♥♦"❡❞ ❜② τt(H)✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳ ❲❡ 2❛② "❤❛" ❛ ❝♦❧♦(✐♥❣ ♦❢ H ✐2 !"✐✈✐❛❧ ✐❢ ✐" ❝♦♥"❛✐♥2 ❛ ♠♦♥♦❝❤(♦♠❛"✐❝ 2✲"(❛♥2✈❡(2❛❧✳

❆% %❡❡♥ ❛❜♦✈❡✱ !❤❡ ❜❡%! !"✐✈✐❛❧ ❝♦❧♦"✐♥❣% ✐♠♠❡❞✐❛!❡❧② ②✐❡❧❞ ❛ ❧♦✇❡" ❜♦✉♥❞ ❢♦" χ̄(H)✳

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✶✳✸✳ ❋♦( ❛♥② ❤②♣❡(❣(❛♣❤ H✱

χ̄(H) ≥ |V | − τ2(H) + 1.

❚✇♦ ❣❡♥❡"❛❧ ♣"♦❜❧❡♠% ❛"❡ !♦ ❞❡!❡"♠✐♥❡ ✇❤❡!❤❡" !❤✐% ❜♦✉♥❞ ✐% %❤❛"♣ ✭❢♦" ❛ ♣❛"!✐❝✉❧❛" ❝❧❛%% ♦❢

❤②♣❡"❣"❛♣❤%✮ ❛♥❞ !♦ ❞❡%❝"✐❜❡ !❤❡ ❝♦❧♦"✐♥❣% ❛!!❛✐♥✐♥❣ !❤❡ ✉♣♣❡" ❝❤"♦♠❛!✐❝ ♥✉♠❜❡"✳ ■♥ !❤✐% ♣❛♣❡"✱ !❤❡

❤②♣❡"❣"❛♣❤% ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡" ❝♦♥%✐%! ♦❢ !❤❡ ♣♦✐♥!% ♦❢ !❤❡ n✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♣"♦❥❡❝!✐✈❡ %♣❛❝❡ PG(n, q) ♦✈❡" !❤❡

✜♥✐!❡ ✜❡❧❞ GF(q) ♦❢ q ❡❧❡♠❡♥!% ✇✐!❤ ✐!% k✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ %✉❜%♣❛❝❡% ❛% ❤②♣❡"❡❞❣❡%✱ n ≥ 2✱ 1 ≤ k ≤ n−1✳
❲❡ ❞❡♥♦!❡ !❤✐% ❤②♣❡"❣"❛♣❤ ❜② H(n, k, q)❀ ❤♦✇❡✈❡"✱ ✇❡ ✉%✉❛❧❧② !❛❦❡ ✐♥!♦ ❛❝❝♦✉♥! !❤❡ "✐❝❤❡" %!"✉❝!✉"❡

♦❢ PG(n, q) ✇❤❡♥ ✇♦"❦✐♥❣ ✐♥ H(n, k, q)✳ ❚❤❡ %!✉❞② ♦❢ !❤✐% ♣❛"!✐❝✉❧❛" ❝❛%❡ ✇❛% %!❛"!❡❞ ✐♥ !❤❡ ♠✐❞✲

♥✐♥❡!✐❡% ❜② ❇❛❝%C ❛♥❞ ❚✉③❛ ❬✷❪✱ ✇❤♦ ❡%!❛❜❧✐%❤❡❞ ❣❡♥❡"❛❧ ❜♦✉♥❞% ❢♦" !❤❡ ✉♣♣❡" ❝❤"♦♠❛!✐❝ ♥✉♠❜❡" ♦❢

❛"❜✐!"❛"② ✜♥✐!❡ ♣"♦❥❡❝!✐✈❡ ♣❧❛♥❡% ✭❝♦♥%✐❞❡"❡❞ ❛% ❛ ❤②♣❡"❣"❛♣❤ ✇❤♦%❡ ♣♦✐♥!% ❛♥❞ ❤②♣❡"❡❞❣❡% ❛"❡ !❤❡

♣♦✐♥!% ❛♥❞ ❧✐♥❡% ♦❢ !❤❡ ♣❧❛♥❡✮✳ ▲❡! ✉% ✐♥!"♦❞✉❝❡ !❤❡ ♥♦!❛!✐♦♥ θq,k = θk = qk+qk−1+. . .+q+1 = qk+1−1
q−1

❢♦" !❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♣♦✐♥!% ✐♥ ❛ k✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♣"♦❥❡❝!✐✈❡ %♣❛❝❡ ♦❢ ♦"❞❡" q✳ ❲❡ "❡❝❛❧❧ !❤❛! ❛ ♣"♦❥❡❝!✐✈❡

♣❧❛♥❡ ♦❢ ♦"❞❡" q ❤❛% θ2 = q2 + q + 1 ♣♦✐♥!%✳

❘❡-✉❧% ✶✳✹ ✭❇❛❝%C✱ ❚✉③❛ ❬✷❪✮✳ ▲❡" Πq ❜❡ ❛♥ ❛(❜✐"(❛(② ✜♥✐"❡ ♣(♦❥❡❝"✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ♦(❞❡( q✱ ❛♥❞ ❧❡"

τ2(Πq) = 2(q + 1) + c(Πq)✳ ❚❤❡♥

χ̄(Πq) ≤ q2 − q − c(Πq)

2
+ o(

√
q).

◆♦!❡ !❤❛! J"♦♣♦%✐!✐♦♥ ✶✳✸ ❝❧❛✐♠% χ̄(Πq) ≥ q2− q− c(Πq)✳ ❘❡❝❡♥!❧②✱ ❇❛❝%C✱ ❍O❣❡"✱ ❛♥❞ ❙③➤♥②✐ ❤❛✈❡

♦❜!❛✐♥❡❞ ❡①❛❝! "❡%✉❧!% ❢♦" !❤❡ ❉❡%❛"❣✉❡%✐❛♥ ♣"♦❥❡❝!✐✈❡ ♣❧❛♥❡ PG(2, q)✳

❘❡-✉❧% ✶✳✺ ✭❇❛❝%C✱ ❍O❣❡"✱ ❙③➤♥②✐ ❬✶❪✮✳ ▲❡" q = ph✱ p ♣(✐♠❡✳ ❙✉♣♣♦2❡ "❤❛" ❡✐"❤❡( q > 256 ✐2 ❛ 2A✉❛(❡✱
♦( p ≥ 29 ❛♥❞ h ≥ 3 ♦❞❞✳ ❚❤❡♥ χ̄(PG(2, q)) = θ2 − τ2(PG(2, q)) + 1✱ ❛♥❞ ❡A✉❛❧✐"② ✐2 (❡❛❝❤❡❞ ♦♥❧② ❜②
"(✐✈✐❛❧ ❝♦❧♦(✐♥❣2✳

■♥ !❤✐% ✇♦"❦✱ ✇❡ ❞❡!❡"♠✐♥❡ χ̄(H(n, k, q)) ❢♦" ♠❛♥② ♣❛"❛♠❡!❡"% ❛♥❞ ❛✐♠ ♥♦! ♦♥❧② !♦ ❝❤❛"❛❝!❡"✐%❡

!"✐✈✐❛❧ ❝♦❧♦"✐♥❣% ❛% !❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡% ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ !❤❡ ✉♣♣❡" ❝❤"♦♠❛!✐❝ ♥✉♠❜❡" ♦❢ !❤❡ ❤②♣❡"❣"❛♣❤ H(n, k, q)✱
❜✉! !♦ ♦❜!❛✐♥ "❡%✉❧!% %❤♦✇✐♥❣ !❤❛! ♣"♦♣❡" ❝♦❧♦"✐♥❣% ♦❢ H(n, k, q) ✉%✐♥❣ ❛ ❧✐!!❧❡ ❧❡%% ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝♦❧♦"%

!❤❛♥ χ̄(H(n, k, q)) ❛"❡ !"✐✈✐❛❧❀ ✐♥ ♦!❤❡" ✇♦"❞%✱ !♦ ♣"♦✈❡ !❤❛! !"✐✈✐❛❧ ❝♦❧♦"✐♥❣% ❛"❡ %!❛❜❧❡ "❡❣❛"❞✐♥❣ !❤❡

♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝♦❧♦"%✳ ❋♦" !❤❡ %❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦"♠✉❧❛!❡ ♦✉" "❡%✉❧!% ✐♥ !❤"❡❡ !❤❡♦"❡♠% ❢♦" !❤❡

❤②♣❡"❣"❛♣❤ H(n, n− k, q)✳ ▲❡! ✉% ♥♦!❡ !❤❛! ✐❢ k < n
2
✱ !❤❡♥ τ2(H(n, n − k, q)) = 2θk✱ ✇❤❡"❡ ❡U✉❛❧✐!②

❝❛♥ ❜❡ "❡❛❝❤❡❞ ❜② !❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ !✇♦ ❞✐%❥♦✐♥! k✲%♣❛❝❡%✱ ❜✉! ♥♦! ♠✉❝❤ ✐% ❦♥♦✇♥ ✐❢ k ≥ n
2
❀ %♦♠❡ ❞❡!❛✐❧%

❛"❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝!✐♦♥ ✷✳

❚❤❡♦+❡♠ ✶✳✻✳ ▲❡" n ≥ 3✱ 1 ≤ k < n
2
✱ ❛♥❞ ❛22✉♠❡ "❤❛" q ≥ 17 ✐❢ k = 1 ❛♥❞ q ≥ 13 ✐❢ k ≥ 2✳ ❚❤❡♥

χ̄(H(n, n− k, q)) = θn − τ2(H(n, n− k, q)) + 1 = θn − 2θk + 1.

✷



❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✼✳ ▲❡" n ≥ 2✱ q = ph✱ p ♣%✐♠❡✱ 1 ≤ k ≤ n− 1✳ ❙✉♣♣♦,❡ "❤❛"

• δ = 1
2

(
(
√
2− 1)qk − 3θk−1 − 8

)
≥ 0 ❛♥❞ q ≥ 11 ✐❢ h = 1✱

• δ = 1
2

(
qk−1 − θk−2 − 3

)
✱ k ≥ 2 ❛♥❞ q ≥ 25 ✐❢ h ≥ 2✳

❯♥❞❡% "❤❡,❡ ❛,,✉♠♣"✐♦♥, "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞✿

❛✮ ■❢ k < n
2
✱ "❤❡♥ ❛♥② %❛✐♥❜♦✇✲❢%❡❡ ❝♦❧♦%✐♥❣ ♦❢ H(n, n− k, q) ✉,✐♥❣

N ≥ θn − τ2(H(n, n− k, q)) + 1− δ = θn − 2θk + 1− δ

❝♦❧♦%, ❝♦♥"❛✐♥, ❛ ♠♦♥♦❝❤%♦♠❛"✐❝ ♣❛✐% ♦❢ ❞✐,❥♦✐♥" k✲,♣❛❝❡,✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐, "%✐✈✐❛❧✳
❜✮ ■❢ k ≥ n

2
✱ "❤❡♥

χ̄(H(n, n− k, q)) < θn − 2θk + 1− δ.

◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ &"❛❜✐❧✐"② ❣❛♣ δ ✐♥ "❤❡ ❛❜♦✈❡ /❡&✉❧" ✐& ❢❛/ ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡/ ✐♥ "❤❡ ♥♦♥✲♣/✐♠❡ ❝❛&❡ ✭✐♥
♣❛/"✐❝✉❧❛/✱ "❤❡ ❝❛&❡ k = 1 ✐& ♠✐&&✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ♥❡①" "❤❡♦/❡♠ ❣✐✈❡& ❛ ♠✉❝❤ ❜❡""❡/ /❡&✉❧" ❛" "❤❡ ❡①♣❡♥&❡

♦❢ /❡=✉✐/✐♥❣ ♠✉❝❤ &"/♦♥❣❡/ ❛&&✉♠♣"✐♦♥& ♦♥ "❤❡ ♦/❞❡/ ❛♥❞ "❤❡ ❝❤❛/❛❝"❡/✐&"✐❝ ♦❢ "❤❡ ✜❡❧❞✳

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✽✳ ▲❡" n ≥ 2✱ q = ph✱ p ♣%✐♠❡✱ h ≥ 2✱ 1 ≤ k ≤ n − 1✳ ❙✉♣♣♦,❡ "❤❛" p ≥ 11✱ qk ≥ 239

❛♥❞ δ = qk

200
− θk−1 − 3

2
✳ ❚❤❡♥ ❛♥② %❛✐♥❜♦✇✲❢%❡❡ ❝♦❧♦%✐♥❣ ♦❢ H(n, n− k, q) ✉,✐♥❣

N ≥ θn − 2θk + 1− δ

❝♦❧♦%, ❝♦♥"❛✐♥, ❛ ♠♦♥♦❝❤%♦♠❛"✐❝ 2✲"%❛♥,✈❡%,❛❧✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐, "%✐✈✐❛❧✳

❚❤❡ /❡=✉✐/❡♠❡♥"& ♦♥ q ❛♥❞ N ✐♥ "❤❡ ❛❜♦✈❡ "❤❡♦/❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦&❡♥ ❞✐✛❡/❡♥"❧②✱ &❡❡ ❘❡♠❛/❦ ✸✳✶✾

❢♦/ "❤❡ ❞❡"❛✐❧&✳ ◆♦"❡ "❤❛" ❚❤❡♦/❡♠ ✶✳✽ ✐& ♥♦" ♣❤/❛&❡❞ ✐♥ "❡/♠& ♦❢ τ2(H(n, n − k, q))✱ "❤❡ ♣❛/❛♠❡"❡/
❢♦✉♥❞ ✐♥ "❤❡ "/✐✈✐❛❧ ❧♦✇❡/ ❜♦✉♥❞ F/♦♣♦&✐"✐♦♥ ✶✳✸✳ ❆& ♥♦"❡❞ ❡❛/❧✐❡/✱ τ2(H(n, n− k, q)) = 2θk ✐❢ k < n

2
✳

■❢ k = n
2
✱ "❤❡♥ ❬✺✱ ❈♦/♦❧❧❛/② ✹✳✶✸❪ ❛&&❡/"& "❤❡ ❡①✐&"❡♥❝❡ ♦❢ ❛ 2✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ &❡" ✐♥ PG(2k, q) ✭✐♥ ✜♥✐"❡

❣❡♦♠❡"/✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t✲"/❛♥&✈❡/&❛❧& ♦❢ H(n, n− k, q) ❛/❡ ❝❛❧❧❡❞ t✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ &❡"&✱ &❡❡ ❙❡❝"✐♦♥ ✷✮

♦❢ &✐③❡ 2qk+2 qk−1
p−1

✱ ✇❤❡/❡ q = ph✱ p > 5 ♣/✐♠❡✱ h ≥ 2✳ ❚❤✉&✱ ✐❢ p ≥ 409✱ "❤❡♥ τ2(H(2k, k, q)) ≤ 2θk+δ✱

✇❤❡♥❝❡ ❚❤❡♦/❡♠ ✶✳✽ ②✐❡❧❞& "❤❛" "❤❡ "/✐✈✐❛❧ ❜♦✉♥❞ ✐& ❛❣❛✐♥ &❤❛/♣ ❢♦/ H(2k, k, q)✱ /❡❣❛/❞❧❡&& "❤❡ ❡①❛❝"
✈❛❧✉❡ ♦❢ τ2(H(2k, k, q))✳

■♥ "❤❡ ♣/♦♦❢ ♦❢ "❤❡ ❛❜♦✈❡ "❤❡♦/❡♠✱ ✇❡ /❡❧② ♦♥ ✇❡✐❣❤"❡❞ 2✲❢♦❧❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ &❡"& ❛& ✇❡❧❧✱ &♦ ✇❡ ❞❡✈♦"❡
"❤❡ ♥❡①" &❡❝"✐♦♥ "♦ "❤✐& "♦♣✐❝✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡✇ /❡&✉❧" ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❢❛❝"✱ ❢♦❧❧♦✇& ❢/♦♠ "❤❡

&✐♠✐❧❛/ ❚❤❡♦/❡♠ ✷✳✾ ❛❜♦✉" t (mod p) &❡"&✳ ❚❤❡ ♣/❡❝✐&❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥& ❛/❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ "❤❡ ♥❡①" &❡❝"✐♦♥✳

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✾✳ ▲❡" B ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤"❡❞ t✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ,❡" ♦❢ PG(n, p)✱ p ♣%✐♠❡✳ ❆,,✉♠❡ "❤❛"
|B| ≤ (t + 1

2
)pk − 1

2
❛♥❞ t ≤ 3

8
p + 1✳ ❚❤❡♥ B ✐, "❤❡ ✭✇❡✐❣❤"❡❞✮ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t ♥♦" ♥❡❝❡,,❛%✐❧② ❞✐,"✐♥❝"

k✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,✉❜,♣❛❝❡,✳

✷ ❙♠❛❧❧✱ ✇❡✐❣❤+❡❞ ♠✉❧+✐♣❧❡ (n− k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ 5❡+5

❋♦/ "❤❡ &❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ /❡❢❡/ "♦ (n−k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ &❡"& ✐♥&"❡❛❞ ♦❢ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ &❡"& "❤/♦✉❣❤♦✉"
"❤✐& &❡❝"✐♦♥✳

✸



✷✳✶ #$❡❧✐♠✐♥❛$② ♥♦-❛-✐♦♥ ❛♥❞ $❡/✉❧-/

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆♥ m✲!♣❛❝❡ ✐# ❛ #✉❜#♣❛❝❡ ♦❢ PG(n, q) ♦❢ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ m ✭✐♥ ♣/♦❥❡❝1✐✈❡ #❡♥#❡✮✳ ❆

♣♦✐♥1✲#❡1 B ✐♥ PG(n, q) ✐# ❝❛❧❧❡❞ ❛ t✲❢♦❧❞ (n− k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/ ✐❢ ❡✈❡/② k✲#♣❛❝❡ ✐♥1❡/#❡❝1# B ✐♥ ❛1 ❧❡❛#1
t ♣♦✐♥1#✳ ❆ ♣♦✐♥1 P ♦❢ B ✐# ❡!!❡♥/✐❛❧ ✐❢ B \ {P} ✐# ♥♦1 ❛ t✲❢♦❧❞ (n− k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ #❡1❀ ✐♥ ♦1❤❡/ ✇♦/❞#✱ ✐❢
1❤❡/❡ ✐# ❛ k✲#♣❛❝❡ 1❤/♦✉❣❤ P 1❤❛1 ✐♥1❡/#❡❝1# B ✐♥ ♣/❡❝✐#❡❧② t ♣♦✐♥1#✳ B ✐# ❝❛❧❧❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐1#

♣♦✐♥1# ❛/❡ ❡##❡♥1✐❛❧❀ ✐♥ ♦1❤❡/ ✇♦/❞#✱ ✐❢ B ❞♦❡# ♥♦1 ❝♦♥1❛✐♥ ❛ #♠❛❧❧❡/ t✲❢♦❧❞ (n− k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ #❡1✳

■♥ PG(n, q)✱ ❡✈❡4② (n−k)✲!♣❛❝❡ ✐♥/❡4!❡❝/! ❡✈❡4② k✲!♣❛❝❡ ♥♦♥✲/4✐✈✐❛❧❧②✳ ■❢ n−k < n
2
✱ ✐/ ✐! ❡❛!② /♦ ✜♥❞

/✇♦ ✭♦4 ♠♦4❡✱ !❛②✱ t✮ ❞✐!❥♦✐♥/ (n−k)✲!♣❛❝❡!✱ ✇❤♦!❡ ✉♥✐♦♥ ✐! ❝❧❡❛4❧② ❛ 2✲❢♦❧❞ ✭♦4 t✲❢♦❧❞✮ (n−k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣

!❡/ ♦❢ !✐③❡ 2θn−k✳ ■❢ n−k ≥ n
2
✱ /❤✐! ❞♦❡! ♥♦/ ✇♦4❦ ❛♥❞✱ ✐♥ ❢❛❝/✱ ♥♦/ ♠✉❝❤ ✐! ❦♥♦✇♥ ❡✈❡♥ ❛❜♦✉/ /❤❡ !✐③❡

♦❢ ❛ !♠❛❧❧❡!/ ❞♦✉❜❧❡ (n−k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/✱ ❧❡/ ❛❧♦♥❡ ✐/! !/4✉❝/✉4❡✳ ❊✈❡♥ ❢♦4 /❤❡ ♣❛4/✐❝✉❧❛4 ❝❛!❡ n = 2k✱

/❤❡ ✜4!/ ❛♥❞✱ !♦ ❢❛4✱ ♦♥❧② ❣❡♥❡4❛❧ ❝♦♥!/4✉❝/✐♦♥ ❢♦4 !♠❛❧❧ ❞♦✉❜❧❡ (n− k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/! ❛♣♣❡❛4❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳

◆♦/❡ /❤❛/✱ ❤♦✇❡✈❡4✱ ✇❡✐❣❤1❡❞ t✲❢♦❧❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/! ❝❛♥ ❜❡ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❡❛!✐❧② ✐♥ /❤✐! ✇❛②✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷✳ ❆ ✇❡✐❣❤1❡❞ ♣♦✐♥1 #❡1 ♦❢ PG(n, q) ✐# ❛ ♠✉❧1✐#❡1 B ♦❢ 1❤❡ ♣♦✐♥1# ♦❢ PG(n, q)✳ ❲❡ ♠❛②
/❡❢❡/ 1♦ 1❤❡ ♠✉❧1✐♣❧✐❝✐1✐❡# ♦❢ 1❤❡ ♣♦✐♥1# ♦❢ B ✈✐❛ ❛ ❢✉♥❝1✐♦♥ w = wB ♠❛♣♣✐♥❣ 1❤❡ ♣♦✐♥1 #❡1 ♦❢ PG(n, q)
1♦ 1❤❡ #❡1 ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛1✐✈❡ ✐♥1❡❣❡/#✱ ✇❤❡/❡ w ✐# ❛❧#♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤1 ❢✉♥❝1✐♦♥❀ ♣♦✐♥1# ♥♦1 ❝♦♥1❛✐♥❡❞

✐♥ B ❤❛✈❡ ✇❡✐❣❤1 ③❡/♦ ❜② w ❛♥❞✱ ✈✐❝❡ ✈❡/#❛✱ ③❡/♦ ✇❡✐❣❤1 ♣♦✐♥1# ❛/❡ ❝♦♥#✐❞❡/❡❞ 1♦ ❜❡ ♥♦1 ✐♥ B✳ ❲❡
❝❛❧❧ ❛ ✇❡✐❣❤1❡❞ ♣♦✐♥1 #❡1 B ♦❢ PG(n, q) ❛ ✇❡✐❣❤1❡❞ t✲❢♦❧❞ (n− k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ #❡1 ✐❢ ❢♦/ ❡✈❡/② k✲#♣❛❝❡ U ✱∑

P∈U w(P ) ≥ t✱ ❛♥❞ B ✐# ❝❛❧❧❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ ❞❡❝/❡❛#✐♥❣ 1❤❡ ✇❡✐❣❤1 ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥1 /❡#✉❧1# ✐♥ ❛ k✲#♣❛❝❡
✈✐♦❧❛1✐♥❣ 1❤❡ ♣/❡✈✐♦✉# ♣/♦♣❡/1②❀ ✐♥ ♦1❤❡/ ✇♦/❞#✱ ✐❢ B ❞♦❡# ♥♦1 ❝♦♥1❛✐♥ ❛ #1/✐❝1❧② #♠❛❧❧❡/ t✲❢♦❧❞ (n−k)✲
❜❧♦❝❦✐♥❣ #❡1✱ ✇❤❡/❡ 1❤❡ #✐③❡ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤1❡❞ ♣♦✐♥1 #❡1 ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛# 1❤❡ #✉♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤1# ✐♥ ✐1✳ ❆❧#♦✱ ❢♦/

❛♥② ♣♦✐♥1 #❡1 S✱ |S ∩B| ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛# ∑P∈S w(P )✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡/❛❧✱ ❛♥② A✉❛♥1✐1② /❡❢❡//✐♥❣ 1♦ ❛ ♥✉♠❜❡/
♦❢ ♣♦✐♥1# ♦❢ B ✐# ✉#✉❛❧❧② ❝♦♥#✐❞❡/❡❞ ✇✐1❤ ♠✉❧1✐♣❧✐❝✐1✐❡#✳ ❊✳❣✳✱ ❛♥ i✲#❡❝❛♥1 ❧✐♥❡ ℓ ✭✇✐1❤ /❡#♣❡❝1 1♦ B✮ ✐#
❛ ❧✐♥❡ #✉❝❤ 1❤❛1 |ℓ ∩ B| = i✳

❲❡ ❛❧!♦ 4❡❢❡4 /♦ 1✲❢♦❧❞ ❛♥❞ 2✲❢♦❧❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/! ❛! ❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/! ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/!✱ 4❡!♣❡❝✲

/✐✈❡❧②❀ /❤❡ /❡4♠ ♠✉❧/✐♣❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/ 4❡❢❡4! /♦ ❛ t✲❢♦❧❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/ ✇✐/❤ t ≥ 2✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ♣♦✐♥/

♦❢ ✇❡✐❣❤/ ♦♥❡ !✐♠♣❧❡✳ ■/ ✐! ❡❛!② /♦ !❡❡ /❤❛/ ❛ ✇❡✐❣❤/❡❞ t✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/ ♠✉!/ ❝♦♥/❛✐♥ ❛/ ❧❡❛!/

tθk ♣♦✐♥/! ✉♥❧❡!! t ≥ q + 1✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ /❤✐! !✉♣♣♦!❡❞❧② ❢♦❧❦❧♦4❡ 4❡!✉❧/ ✇✐/❤ ♣4♦♦❢ ❢♦4 /❤❡ !❛❦❡ ♦❢

❝♦♠♣❧❡/❡♥❡!!✳

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✷✳✸✳ ▲❡1 B ❜❡ ❛ t✲❢♦❧❞ (n− k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ #❡1 ✐♥ PG(n, q)✳ ■❢ t ≤ q✱ 1❤❡♥ |B| ≥ tθn−k✳

E/♦♦❢✳ ❲❡ ♣4♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝/✐♦♥ ♦♥ k✳ ■❢ k = 1✱ ✇❡ ♠❛② /❛❦❡ ❛ ♣♦✐♥/ P /∈ B ✭♦/❤❡4✇✐!❡ |B| ≥ θn > qθn−1

❛♥❞ /❤❡4❡ ✐! ♥♦/❤✐♥❣ /♦ ♣4♦✈❡✮✳ ❚❤❡4❡ ❛4❡ θn−1 ❧✐♥❡! /❤4♦✉❣❤ P ✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥/❛✐♥✐♥❣ ❛/ ❧❡❛!/ t ♣♦✐♥/! ♦❢

B✱ ✇❤❡♥❝❡ |B| ≥ tθn−1✳ ❙✉♣♣♦!❡ ♥♦✇ k ≥ 2✳ ■❢ B ✐! ❛♥ (n − k + 1)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/ /❤❡♥✱ ❜② ✐♥❞✉❝/✐♦♥✱

|B| ≥ θn−k+1 = qθn−k + 1 > tθn−k ❛♥❞ ✇❡ ❛4❡ ❞♦♥❡✳ ■❢ /❤❡4❡ ✐! ❛ (k − 1)✲!♣❛❝❡ Π ❞✐!❥♦✐♥/ ❢4♦♠

B✱ /❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ /❤❡ θn−k ❞✐!/✐♥❝/ k✲!♣❛❝❡! ❝♦♥/❛✐♥✐♥❣ Π ✐♥/❡4!❡❝/! B ✐♥ ❛/ ❧❡❛!/ t ♣♦✐♥/!✱ ✇❤❡♥❝❡

|B| ≥ tθn−k✳

◆♦/❡ /❤❛/ t ≤ q ✐! ♥❡❝❡!!❛4② ❤❡4❡✱ ❛! ✐❢ B ❝♦♥/❛✐♥! ❡❛❝❤ ♣♦✐♥/ ♦❢ ❛♥ (n− k + 1)✲!♣❛❝❡ ✇✐/❤ ✇❡✐❣❤/

♦♥❡✱ /❤❡♥ B ✐! ❛ (q+ 1)✲❢♦❧❞ (n− k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/ ♦❢ !✐③❡ θn−k+1 = qθn−k + 1 < (q+ 1)θn−k❀ ♠♦4❡♦✈❡4✱

❛❞❞✐♥❣ s ❢✉4/❤❡4 (n − k)✲!♣❛❝❡! /♦ B ✇❡ ♦❜/❛✐♥ ❛ ✇❡✐❣❤/❡❞ (q + 1 + s)✲❢♦❧❞ (n − k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/ ♦❢

!✐③❡ ❧❡!! /❤❛♥ (q + 1 + s)θn−k ❢♦4 ❛♥② s ≥ 0✳

❆ !/❛❜✐❧✐/② 4❡!✉❧/ ❢♦4 ✇❡✐❣❤/❡❞ t✲❢♦❧❞ (n − k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡/! ♦❢ !✐③❡ ❝❧♦!❡ /♦ /❤✐! ❧♦✇❡4 ❜♦✉♥❞ ✇❛!

♣4♦✈❡♥ ❜② ❑❧❡✐♥ ❛♥❞ ▼❡/!❝❤ ❬✽✱ ❚❤❡♦4❡♠ ✶✶❪✳

✹



❘❡"✉❧% ✷✳✹ ✭❑❧❡✐♥✱ ▼❡()❝❤ ❬✽❪✮✳ ▲❡" B ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤"❡❞ t✲❢♦❧❞ (n− k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ 1❡" ✐♥ PG(n, q)✳ ❙✉♣♣♦1❡
"❤❛" |B| ≤ tθn−k + rθn−k−2✱ ✇❤❡7❡ t ❛♥❞ r 1❛"✐1❢② "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❛✮ 1 ≤ t ≤ q+1
2
❀

❜✮ t+ r ≤ q✱ r ≥ 0 ✐1 ❛♥ ✐♥"❡❣❡7❀

❝✮ ❛♥② ❜❧♦❝❦✐♥❣ 1❡" ♦❢ PG(2, q) ♦❢ 1✐③❡ ❛" ♠♦1" q + t ❝♦♥"❛✐♥1 ❛ ❧✐♥❡✳

❚❤❡♥ B ❝♦♥"❛✐♥1 "❤❡ ✭✇❡✐❣❤"❡❞✮ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t ♥♦" ♥❡❝❡11❛7✐❧② ❞✐1"✐♥❝" (n− k)✲1♣❛❝❡1✳

▲❡( ✉) 2❡♠❛2❦ (❤❛( ❢♦2 k = 1 ✭(❤❛( ✐)✱ ✇❤❡♥ B ✐) ❛ t✲❢♦❧❞ ✇❡✐❣❤(❡❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ )❡( ✇✐(❤ 2❡)♣❡❝( (♦ ❧✐♥❡)✮✱

❬✽✱ ❚❤❡♦2❡♠ ✼❪ )❤♦✇) (❤❛( ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❝✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦♠✐((❡❞ ✐♥ (❤❡ ❛❜♦✈❡ 2❡)✉❧(✳ ❍♦✇❡✈❡2✱ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ )❡(

♦❢ PG(2, q) ♥♦( ❝♦♥(❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ♠✉)( ❝♦♥(❛✐♥ ❛( ❧❡❛)( q+
√
q+1 ♣♦✐♥() ✐♥ ❣❡♥❡2❛❧ ✭)❡❡ ❬✹❪ ❜② ❇2✉❡♥✮✱

❛♥❞✱ ❛❝❝♦2❞✐♥❣ (♦ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❡)✉❧( ♦❢ ❇❧♦❦❤✉✐)✱ ❛( ❧❡❛)(

3
2
(q + 1) ✐❢ q ✐) ♣2✐♠❡✱ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❝✮

❤♦❧❞) ❛❝❝♦2❞✐♥❣❧②✳

❘❡"✉❧% ✷✳✺ ✭❇❧♦❦❤✉✐) ❬✸❪✮✳ ❙✉♣♣♦1❡ "❤❛" B ✐1 ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ 1❡" ✐♥ PG(2, p)✱ p ♣7✐♠❡✱ ♥♦" ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ ❛
❧✐♥❡✳ ❚❤❡♥ |B| ≥ 3

2
(p+ 1)✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (✇♦ (❤❡♦2❡♠) ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡2② ✉)❡❢✉❧ ❢♦2 ✉)✳

❘❡"✉❧% ✷✳✻ ✭❍❛22❛❝❤ ❬✼❪✮✳ ❙✉♣♣♦1❡ "❤❛" ❛ ✇❡✐❣❤"❡❞ t✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ 1❡" B ✐♥ PG(n, q) ❤❛1 ❧❡11 "❤❛♥
(t+ 1)qk + θk−1 ♣♦✐♥"1✳ ❚❤❡♥ B ❝♦♥"❛✐♥1 ❛ ✉♥✐@✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤"❡❞ t✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ 1❡" B′

✳

❆ (❤❡♦2❡♠ ♦❢ (❤❡ ❜❡❧♦✇ (②♣❡ ✐) ♦❢(❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛ t (mod p) 2❡)✉❧(✳

❘❡"✉❧% ✷✳✼ ✭❋❡22❡(✱ ❙(♦2♠❡✱ ❙③✐❦❧❛✐✱ ❲❡✐♥❡2 ❬✻❪✮✳ ▲❡" B ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤"❡❞ t✲❢♦❧❞ (n−k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣

1❡" ♦❢ PG(n, q)✱ q = ph✱ p ♣7✐♠❡✱ h ≥ 1✱ ♦❢ 1✐③❡ |B| = tqn−k + t + k′
✱ ✇✐"❤ t + k′ ≤ qn−k−1

2
✳ ❚❤❡♥ B

✐♥"❡71❡❝"1 ❡✈❡7② k✲1♣❛❝❡ ✐♥ t (mod p) ♣♦✐♥"1 ❬✻✱ ❚❤❡♦7❡♠ ✹✳✷❪✳ ▼♦7❡♦✈❡7 ✐❢ e ≥ 1 ❞❡♥♦"❡1 "❤❡ ❧❛7❣❡1"

✐♥"❡❣❡7 ❢♦7 ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ k✲1♣❛❝❡ ✐♥"❡71❡❝"1 B ✐♥ t (mod pe) ♣♦✐♥"1✱ "❤❡♥ |B| > tqn−k + qn−k

pe+1
− 1 ❬✻✱

❈♦7♦❧❧❛7② ✺✳✷❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ 2❡❝❛❧❧ (❤❛( (❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ (k+1)✲)♣❛❝❡) ❝♦♥(❛✐♥✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ k✲)♣❛❝❡ ✐♥ PG(n, q) ✐) θn−k−1✳

❚❤✐) ❝❛♥ ❜❡ )❡❡♥ ❡❛)✐❧② ❜② (❛❦✐♥❣ ❛♥ (n− k− 1)✲)♣❛❝❡ ❞✐)❥♦✐♥( ❢2♦♠ (❤❡ ✜①❡❞ k✲)♣❛❝❡ ❛♥❞ ♦❜)❡2✈✐♥❣

(❤❛( ❡❛❝❤ ❛♣♣2♦♣2✐❛(❡ (k + 1)✲)♣❛❝❡ ✐♥(❡2)❡❝() ✐( ✐♥ ❛ ✉♥✐P✉❡ ♣♦✐♥(✳

✷✳✷ "#♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦#❡♠ ✶✳✾

❲❡ ♣2♦✈❡ ❛ (❤❡♦2❡♠ ❝❧♦)❡❧② 2❡❧❛(❡❞ (♦ ❚❤❡♦2❡♠ ✶✳✾ ❜② ❝♦♥)✐❞❡2✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉) ♣2♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ )❧✐❣❤(❧②

♠♦2❡ ❣❡♥❡2❛❧ )❡((✐♥❣✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✽✳ ▲❡" ✉1 ❝❛❧❧ ❛ ✇❡✐❣❤"❡❞ ♣♦✐♥" 1❡" B ✐♥ PG(n, q) ❛ t (mod p) )❡( ✇✐"❤ 7❡1♣❡❝" "♦ "❤❡

k✲❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ 1✉❜1♣❛❝❡1 ✐❢ B ✐♥"❡71❡❝"1 ❡✈❡7② k✲1♣❛❝❡ ✭1 ≤ k ≤ n− 1✮ ✐♥ t (mod p) ♣♦✐♥"1 ✭❝♦✉♥"❡❞
✇✐"❤ ✇❡✐❣❤"1✮✳

❈❧❡❛2❧②✱ t (mod p) )❡() ❛2❡ t✲❢♦❧❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ )❡() ✐❢ t < p ❛♥❞✱ ❜② ❘❡)✉❧( ✷✳✼✱ )♠❛❧❧ ♠✐♥✐♠❛❧ t✲❢♦❧❞
❜❧♦❝❦✐♥❣ )❡() ❛2❡ t (mod p) )❡()✳

✺



❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✾✳ ▲❡" B ❜❡ ❛ t (mod p) %❡" ✇✐"❤ )❡%♣❡❝" "♦ "❤❡ k✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ %✉❜%♣❛❝❡% ✐♥ PG(n, p)✱ p
♣)✐♠❡✳ ❙✉♣♣♦%❡ "❤❛" t ≤ 3

8
p + 1 ❛♥❞ |B| ≤ (t + 1)θn−k + p − 2✳ ❚❤❡♥ |B| = tθn−k ❛♥❞ B ❝♦♥%✐%"% ♦❢

"❤❡ ✇❡✐❣❤"❡❞ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t ♥♦" ♥❡❝❡%%❛)✐❧② ❞✐%"✐♥❝" (n− k)✲%♣❛❝❡%✳

:)♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣$♦♦❢ ✇✐❧❧ ✉+❡ ✐♥❞✉❝/✐♦♥ ♦♥ k✳ ❈❧❡❛$❧②✱ B ✐+ ❛ t✲❢♦❧❞ (n − k)✲❜❧♦❝❦✐♥❣ +❡/✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞
/❤❡ ❡①✐+/❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥/ ♥♦/ ✐♥ B✳ ❚❤✐+ ❢♦❧❧♦✇+ ✐❢ |B| < θn✳ ■❢ p − 1 ≥ t + 1✱ /❤❡♥ ♦✉$ ❛++✉♠♣/✐♦♥
❣✐✈❡+ |B| ≤ (p − 1)θn−1 + p − 2 = θn − 1 − θn−1 + p − 2 < θn✳ ■❢ p ≤ t + 1✱ /❤❡♥ ❢$♦♠ t ≤ 3

8
p + 1 ✐/

❢♦❧❧♦✇+ /❤❛/ p ≤ 3 ♠✉+/ ❤♦❧❞✳ ■❢ p = 2✱ /❤❡♥ t = 1 ❛♥❞ |B| ≤ (t + 1)θn−1 + p− 2 = θn − 1✳ ■❢ p = 3✱
/❤❡ ♣$♦❜❧❡♠❛/✐❝ ❝❛+❡ ✐+ t = 2✱ ✇❤❡♥ |B| ≤ 3θn−1 + 1 = θn✳ ■❢ |B| = θn ❛♥❞ B ❝♦♥/❛✐♥+ ❡✈❡$② ♣♦✐♥/ ♦❢

/❤❡ +♣❛❝❡✱ /❤❡♥ ✐/ ✐+ ❝❧❡❛$❧② ❛ 1 (mod p) +❡/ ❢♦$ ❡✈❡$② +✉❜+♣❛❝❡✱ ✐♥ ❝♦♥/$❛❞✐❝/✐♦♥ ✇✐/❤ t = 2✳ ❍❡♥❝❡
✇❡ ❛❧✇❛②+ ✜♥❞ ❛ ♣♦✐♥/ ♥♦/ ❝♦♥/❛✐♥❡❞ ✐♥ B✳
❈❛+❡ ✶✿ k = 1 ✭❛♥❞ n ≥ 2✮✳ ◆♦/✐❝❡ ✜$+/ /❤❛/ ❡✈❡$② ♣♦✐♥/ ♦❢ B ❤❛+ ✇❡✐❣❤/ ❛/ ♠♦+/ t✳ ■♥❞❡❡❞✱
❜② /❛❦✐♥❣ /❤❡ ✇❡✐❣❤/+ ♦❢ /❤❡ ♣♦✐♥/+ ♠♦❞✉❧♦ p✱ ✇❡ ♠❛② ❛++✉♠❡ /❤❛/ ♥♦ ♣♦✐♥/ ❤❛+ ✇❡✐❣❤/ ❛/ ❧❡❛+/
p❀ ❛♥❞ ✐❢ t + 1 ≤ w(P ) ≤ p − 1 ❢♦$ ❛ ♣♦✐♥/ P ✱ /❤❡♥ ❛❧❧ /❤❡ θn−1 ❧✐♥❡+ /❤$♦✉❣❤ P ♠✉+/ ❝♦♥/❛✐♥ ❛/

❧❡❛+/ p + t− w(P ) ♠♦$❡ ✇❡✐❣❤/+✱ ✇❤❡♥❝❡ |B| ≥ w(P ) + (p + t− w(P ))θn−1 ≥ p− 1 + (t + 1)θn−1✱ ❛

❝♦♥/$❛❞✐❝/✐♦♥✳

■/ ❢♦❧❧♦✇+ ❢$♦♠ ❘❡+✉❧/+ ✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✺ /❤❛/ /❤❡ ❛++❡$/✐♦♥ ❤♦❧❞+ ✐❢ |B| = tθn−1✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♠❛② ❛++✉♠❡

/❤❛/ |B| > tθn−1 ❛♥❞ ♣$♦✈❡ ❜② ❝♦♥/$❛❞✐❝/✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❧✐♥❡+ /❤❛/ ❛$❡ ♥❡✐/❤❡$ t✲+❡❝❛♥/+ ✭/♦ B✮✱ ♥♦$ ❝♦♥/❛✐♥❡❞ ❢✉❧❧② ✐♥ B ❧♦♥❣ ❧✐♥❡+❀ ❧✐♥❡+

❝♦♥/❛✐♥❡❞ ✐♥ B ✇✐❧❧ ❜❡ $❡❢❡$$❡❞ /♦ ❛+ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡+✳ ◆♦♥✲t✲+❡❝❛♥/ ❧✐♥❡+ ❛$❡✱ /❤❡$❡❢♦$❡✱ ❡✐/❤❡$ ❢✉❧❧ ♦$ ❧♦♥❣✳
▲♦♥❣ ❧✐♥❡+ ❡①✐+/ ❛+ ♦♥ ❛♥② ♣♦✐♥/ ♥♦/ ✐♥ B ✭❛♥ ♦✉"❡) ♣♦✐♥/✮ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥/❡$+❡❝/✐♥❣ B ✐♥ ♠♦$❡ /❤❛♥
t ♣♦✐♥/+✱ +✐♥❝❡ |B| = tθn−1 ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ♦/❤❡$✇✐+❡✳ ❙✉♣♣♦+❡ /❤❛/ /❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤/ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ❧✐♥❡

✐+ sp+ t✳ ❈❧❡❛$❧②✱ 1 ≤ s ≤ t−1 ✭/❤❡ ✇❡✐❣❤/ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ❧✐♥❡ ✐+ ❛/ ♠♦+/ tp✮✳ ▲❡/ ℓ ❜❡ ❛ ❧♦♥❣ ❧✐♥❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤/
sp+ t✱ ❛♥❞ ❧❡/ P ∈ ℓ \ B✳ ❲❡ ✇❛♥/ /♦ +❤♦✇ /❤❛/ ❢♦$ ❛♥② 2✲+♣❛❝❡ Π ❝♦♥/❛✐♥✐♥❣ ℓ✱ /❤❡$❡ ✐+ ❛ ❧♦♥❣ ❧✐♥❡
/❤$♦✉❣❤ P ✐♥ Π ❞✐✛❡$❡♥/ ❢$♦♠ ℓ✳ ❋✐① +✉❝❤ ❛ ♣❧❛♥❡ Π ✭✐❢ n = 2✱ /❤❡♥ /❤✐+ ✐+ ✉♥✐L✉❡✮ ❛♥❞ +✉♣♣♦+❡ /♦
/❤❡ ❝♦♥/$❛$②✳ ▲❡/ B′ = B ∩ Π✳ ❚❤❡♥✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛$♦✉♥❞ ❢$♦♠ P ✐♥ Π✱ |B′| = (p+ 1)t+ sp✳ ❙✐♠✐❧❛$❧② ❛+
❜❡❢♦$❡✱ /❤❡$❡ ♠✉+/ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲t✲+❡❝❛♥/ ❧✐♥❡ ♦♥ ❛♥② ♣♦✐♥/ R ∈ Π❀ ✐♥ ♦/❤❡$ ✇♦$❞+✱ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡+ ❢♦$♠
❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ +❡/ ✐♥ /❤❡ ❞✉❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ Π✳ ■/ ❢♦❧❧♦✇+ /❤❛/ ❧♦♥❣ ❧✐♥❡+ ❝♦✈❡$ ❡❛❝❤ ♦✉/❡$ ♣♦✐♥/ ♦❢ Π ❡①❛❝/❧②

♦♥❝❡✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♥♦♥✲t✲+❡❝❛♥/ ❧✐♥❡+ ♠✉+/ ❜❡ ❛/ ❧❡❛+/ 3
2
(p+ 1) ❢♦$ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❡❛+♦♥✳

❇② ❇❧♦❦❤✉✐+✬ ❘❡+✉❧/ ✷✳✺✱ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ +❡/ ♦❢ PG(2, p) ♦❢ +✐③❡ ❧❡++ /❤❛♥ 3
2
(p + 1) ❝♦♥/❛✐♥+ ❛ ❧✐♥❡✳ ■♥ ♦✉$

+❡//✐♥❣ /❤✐+ +✐/✉❛/✐♦♥ ✇♦✉❧❞ $❡+✉❧/ ✐♥ ❛ ♣♦✐♥/ Q /❤$♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❧✐♥❡+ ❛$❡ ❡✐/❤❡$ ❧♦♥❣ ♦$ ❢✉❧❧✳ ❇✉/

/❤❡♥ (2t− 1)p+ t ≥ tp+ t+ sp = |B′| ≥ w(Q) + (p+1)(p+ t−w(Q)) ≥ t+ (p+1)p✱ ❛ ❝♦♥/$❛❞✐❝/✐♦♥
❡✈❡♥ ✉♥❞❡$ t < 1

2
p+ 1✳

▲❡/ e ❜❡ ❛ t✲+❡❝❛♥/ /♦ B′
✭+✉❝❤ ❛ ❧✐♥❡ ❡①✐+/+ ❛+ +❡❡♥ ❛❜♦✈❡✮✳ ▲❡/ P1, . . . , Pr ❜❡ /❤❡ ♠✉/✉❛❧❧② ❞✐+/✐♥❝/

♣♦✐♥/+ ♦❢ e ∩ B′
✱ 1 ≤ r ≤ t✳ ▲❡/ h1(Pi) ❛♥❞ h2(Pi) ❞❡♥♦/❡ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❧✐♥❡+ ♦♥

Pi✱ $❡+♣❡❝/✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❧❡/ h1 ❛♥❞ h2 ❜❡ /❤❡ /♦/❛❧ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❧✐♥❡+✱ $❡+♣❡❝/✐✈❡❧②❀ /❤❡♥

h1 + h2 ≥ 3
2
(p+ 1)✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛$♦✉♥❞ ❢$♦♠ Pi ✇❡ +❡❡ /❤❛/

(p+ 1)t+ sp = |B′| ≥ w(Pi) + (p+ 1)(t− w(Pi)) + h1(Pi)p+ h2(Pi)sp,

✇❤❡♥❝❡ w(Pi)+s ≥ h1(Pi)+sh2(Pi)✳ ▲❡/ h
′
2 := h2−(p+1−r) ❜❡ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❧♦♥❣ ❧✐♥❡+ ✐♥/❡$+❡❝/✐♥❣

e ✐♥ ❛ ♣♦✐♥/ ♦❢ B′
✳ ❚❤❡♥ h1 + h′

2 ≥ 3
2
(p+ 1)− (p+ 1− r) ≥ 1

2
(p+ 1) + r✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜/❛✐♥ /❤❛/

t+ rs =
r∑

i=1

(w(Pi) + s) ≥
r∑

i=1

(h1(Pi) + sh2(Pi)) = h1 + sh′
2 = h1 + s(h2 − (p+ 1− r)),

✻



✇❤❡♥❝❡

t ≥ h1 + s(h2 − (p+ 1)) > h1 + s

((
3(p+ 1)

2
− h1

)
− (p+ 1)

)
= h1 + s

(
p+ 1

2
− h1

)

= (s− 1)

(
p+ 1

2
− h1

)
+

p+ 1

2
.

❆& t < 1
2
(p+ 1)✱ ✐) ❢♦❧❧♦✇& )❤❛) s ≥ 2 ❛♥❞ h1 >

1
2
(p+ 1)✳

■) ✐& ❝❧❡❛1 )❤❛) )❤❡1❡ ❛1❡ ❛) ❧❡❛&) p + 1 − r ≥ 2 ❧♦♥❣ ❧✐♥❡&✳ ❚❛❦❡ ♥♦✇ )✇♦ ❧♦♥❣ ❧✐♥❡& ❛♥❞ )❤❡

h1 ≥ 1
2
p+1 ❢✉❧❧ ❧✐♥❡& ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✜1&) ❧✐♥❡ ❝♦♥)❛✐♥& ❛) ❧❡❛&) sp+ t ✇❡✐❣❤)& ♦❢ B′

✳ ❚❤❡ &❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡

♠❛② ✐♥)❡1&❡❝) ✐) ✐♥ ❛ ♣♦✐♥) ♦❢ ✇❡✐❣❤) ❛) ♠♦&) t✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ &❡❡ ❛) ❧❡❛&) sp ♠♦1❡ ✇❡✐❣❤)& ♦♥ ✐)✳ ❚✉1♥✐♥❣
)♦ )❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡&✱ )❤❡ i)❤ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡ ❝♦♥)❛✐♥& ❛) ❧❡❛&) p+1− 2− (i−1) = p− i ♣♦✐♥)& ♦❢ B′

♥♦) ❝♦♥)❛✐♥❡❞

❜② ❛♥② ♦❢ )❤❡ ♣1❡✈✐♦✉& ❧✐♥❡&✳ ❆❧)♦❣❡)❤❡1 ✇❡ ♦❜)❛✐♥

(p+ 1)t+ sp = |B′| ≥ 2sp+ t+

p

2
+1∑

i=1

(p− i) = 2sp+ t+
(p
2
+ 1

)
p−

(p

2
+ 2

2

)

= 2sp+ t+
p2

2
+ p− p2

8
− 3p

4
− 1,

✇❤❡♥❝❡

t ≥ 3

8
p+ s+

1

4
− 1

p
>

3

8
p+ 1,

❛ ❝♦♥)1❛❞✐❝)✐♦♥✳ ❚❤✉& ✇❡ &❡❡ )❤❛) ❛❧❧ ♣❧❛♥❡& ❝♦♥)❛✐♥✐♥❣ ℓ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥)❛✐♥ ❛) ❧❡❛&) ♦♥❡ ♦)❤❡1 ❧♦♥❣ ❧✐♥❡
)❤1♦✉❣❤ P ✱ &♦ ✇❡ ✜♥❞ ❛) ❧❡❛&) 1+θn−2 ❧♦♥❣ ❧✐♥❡& )❤1♦✉❣❤ P ✱ ❤❡♥❝❡ ♦♥ ❛❧❧ )❤❡ θn−1 ❧✐♥❡& )❤1♦✉❣❤ P ✇❡

✜♥❞ )❤❛) |B| ≥ tθn−1 +(θn−2 +1)sp = tθn−1 + s(θn−1 − 1)+ sp ≥ (t+1)θn−1 + p− 1✱ ❛ ❝♦♥)1❛❞✐❝)✐♦♥✳

❈❛"❡ ✷✿ 2 ≤ k ≤ n − 1 ✭❛♥❞ n ≥ 3✮✳ ❚❛❦❡ ❛ ♣♦✐♥) P /∈ B ✐♥ PG(n, p)✳ <1♦❥❡❝) )❤❡ ♣♦✐♥)& ♦❢ B
❢1♦♠ P ✐♥)♦ ❛♥ ❛1❜✐)1❛1② ❤②♣❡1♣❧❛♥❡ H✳ ❲❡ ❣❡) ❛ ✇❡✐❣❤)❡❞ ♣♦✐♥) &❡) B̃ ⊆ Π ❢♦1 ✇❤✐❝❤ |B̃| = |B|✳
▲❡) W ❜❡ ❛ (k − 1)✲&♣❛❝❡ ✐♥ H✱ ❛♥❞ ❧❡) U = 〈P,W 〉 ❜❡ )❤❡ k✲&♣❛❝❡ &♣❛♥♥❡❞ ❜② P ❛♥❞ W ✳ ❚❤❡♥

|W ∩ B̃| = |U ∩ B|✱ ❤❡♥❝❡ B̃ ✐& ❛ t (mod p) &❡) ✇✐)❤ 1❡&♣❡❝) )♦ (k − 1)✲&♣❛❝❡& ✐♥ )❤❡ (n− 1)✲&♣❛❝❡ H
)❤✉&✱ ❜② ✐♥❞✉❝)✐♦♥ ♦♥ k✱ |B| = |B̃| = tθn−1−(k−1) = tθn−k✳ ❘❡&✉❧)& ✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✺ ✜♥✐&❤ )❤❡ ♣1♦♦❢✳

❚❤❡♦1❡♠ ✶✳✾ ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇& ❢1♦♠ ❚❤❡♦1❡♠ ✷✳✾ ❛♥❞ )❤❡ t (mod p) ❘❡&✉❧) ✷✳✼✳

✸ ❖♥ #❤❡ ✉♣♣❡( ❝❤(♦♠❛#✐❝ ♥✉♠❜❡( ♦❢ H(n, n− k, q)

✸✳✶ #$♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦$❡♠+ ✶✳✻ ❛♥❞ ✶✳✼

❚❤❡ &)❡♣& ♦❢ )❤❡ ♣1♦♦❢ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦) ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐)❤ )❤♦&❡ ✐♥ ❬✶❪✳ ❲❡ 1❡❝❛❧❧ )❤❛) ✇❡ ✇❛♥) )♦ ❝♦❧♦1 )❤❡

♣♦✐♥)& ♦❢ PG(n, q) ✇✐)❤ ❛& ♠❛♥② ❝♦❧♦1& ❛& ♣♦&&✐❜❧❡ &♦ )❤❛) ❡❛❝❤ (n−k)✲&♣❛❝❡ ❝♦♥)❛✐♥& )✇♦ ❡J✉✐❝♦❧♦1❡❞
♣♦✐♥)&✳ ❋♦1 )✇♦ ♣♦✐♥)& P ❛♥❞ Q✱ PQ ❞❡♥♦)❡& )❤❡ ❧✐♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ )❤❡♠✳

❉❡✜♥✐.✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡" [m]q =
qm−1
q−1

= qm−1 + qm−2 + . . .+ q + 1✳ ▲❡" [m]q! =
∏m

i=1[i]q✱ ✇❤❡'❡ [0]q! = 1✱

❛♥❞ ❧❡" [nm]q = [n]q !

[m]q ![n−m]q !
= (qn−1)(qn−1−1)...(qn−m+1−1)

(qm−1)(qm−1−1)...(q−1)
❞❡♥♦"❡ "❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ m ❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ 2✉❜2♣❛❝❡2

♦❢ ❛♥ n ❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ ✈❡❝)♦1 &♣❛❝❡❀ "❤✉2 "❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ m✲2♣❛❝❡2 ✐♥ PG(n, q) ✐2
[
n+1
m+1

]
q
✳

✼



◆♦"❡ "❤❛" [k+1
1 ]

q
= θk✳ ▲❡" ✉) ❝♦❧❧❡❝" )♦♠❡ ❢❛❝") .❡❣❛.❞✐♥❣ "❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ q✲❜✐♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥")✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ▲❡" q ≥ 2✱ n ≥ 1✱ s ≥ 0✳ ❚❤❡♥

❛✮ [n1]q = qn−1 + [n−1
1 ]

q
✱ "❤❛" ✐+✱ θn = qn−1 + θn−1❀

❜✮ "❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ m✲+♣❛❝❡+ ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ k✲+♣❛❝❡ ✐♥ GF(q)n ✐+
[
n−k
m−k

]
q
❀

❝✮ θs = [s+1
1 ]

q
<

(
1 + 1

q−1

)
qs ≤

(
1 + 2

q

)
qs❀

❞✮ ✐❢ s ≤ n− 1✱ "❤❡♥

[
n+1

n−s+1

]

q

[n−1
s ]

q

≥ q2s✳

90♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜.)" )"❛"❡♠❡♥" ✐) ".✐✈✐❛❧✳ ❆) ❢♦. "❤❡ )❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❧❡" U ❜❡ "❤❡ ❣✐✈❡♥ k✲)♣❛❝❡✳ ❚❤❡ <✉❛♥"✐"②
✐♥ <✉❡)"✐♦♥ ✐) ❥✉)" "❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ (m−k)✲)♣❛❝❡) ✐♥ "❤❡ (n−k)✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ <✉♦"✐❡♥" )♣❛❝❡ GF(q)n/U ✳

❚❤❡ "❤✐.❞ ❛))❡."✐♦♥ ✐) ".✐✈✐❛❧ ❢♦. s = 0❀ ♦"❤❡.✇✐)❡ θs = qs+ qs−1+ qs−1−1
q−1

< qs+(1+ 1
q−1

)qs−1
✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

.❡❣❛.❞✐♥❣ "❤❡ ❢♦✉."❤✿ ✐" ✐) ".✐✈✐❛❧ ✐❢ s = 0❀ ❢♦. s ≥ 1✱

[
n+1

n−s+1

]
q

[n−1
s ]q

=
[n+ 1]q![s]q![n− 1− s]q!

[n− s+ 1]q![s]q![n− 1]q!
=

(qn+1 − 1)(qn − 1)

(qn−s+1 − 1)(qn−s − 1)

>
q2n+1 − 2qn+1

q2n−2s+1 − qn−s+1
=

qn+s − 2q−s

qn−s − 1
>

qn+s − 2q−s + 1

qn−s

= q2s − 2q−n + qsq−n ≥ q2s,

❛) s ≥ 1 ❛♥❞ q ≥ 2✳

●❡♥❡)❛❧ ♥♦,❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❛//✉♠♣,✐♦♥/✳ ❙✉♣♣♦)❡ "❤❛" ❛ )".✐❝" ♣.♦♣❡. ❝♦❧♦.✐♥❣ C ♦❢ H(n, n− k, q)
✉)✐♥❣ N ❝♦❧♦.) ✐) ❣✐✈❡♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❝♦❧♦. ❝❧❛))❡) ♦❢ C ❜② C1, . . . , CN ✳ ❋♦. "❤❡ )❛❦❡ ♦❢ )✐♠♣❧✐❝✐"②✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛.❡ N ✇✐"❤ θn−2θk+1✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❞❡✜❝✐" d = d(C) ♦❢ C ❜② N = θn−2θk+1−d
✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♣.✐♥❝✐♣❧❡✱ ♠❛② ❜❡ ♥❡❣❛"✐✈❡ ❛) ✇❡❧❧✳ ◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ ♥✉♠❜❡. δ ✐♥ ❚❤❡♦.❡♠) ✶✳✼ ❛♥❞ ✶✳✽ ✐) ❛♥
✉♣♣❡. ❜♦✉♥❞ ♦♥ d✳ ❲✐"❤♦✉" ❧♦)) ♦❢ ❣❡♥❡.❛❧✐"② ✇❡ ♠❛② ❛))✉♠❡ "❤❛" C1, . . . , Cm ❛.❡ ♣.❡❝✐)❡❧② "❤❡ ❝♦❧♦.

❝❧❛))❡) ♦❢ )✐③❡ ❛" ❧❡❛)" "✇♦ ❢♦. )♦♠❡ m ≥ 1✳ ▲❡" B = B(C) = ∪m
i=1Ci✳

❉❡✜♥✐,✐♦♥ ✸✳✸✳ ❲❡ +❛② "❤❛" ❛ ❝♦❧♦0 ❝❧❛++ C ❝♦❧♦.) "❤❡ (n− k)✲)♣❛❝❡ U ✐❢ |C ∩ U | ≥ 2✳

❆) ❡✈❡.② (n− k)✲)♣❛❝❡ ♠✉)" ❜❡ ❝♦❧♦.❡❞ ❜② ❛" ❧❡❛)" ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ❝♦❧♦. ❝❧❛))❡) ❛♠♦♥❣ C1, . . . , Cm✱ ✇❡

❝❧❡❛.❧② )❡❡ "❤❛" B ✐) ❛ 2✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ )❡"✳

4)♦♣♦/✐,✐♦♥ ✸✳✹✳

❛✮ m = |B| − 2θk − d+ 1

❜✮ m ≤ 2θk + d− 1

❝✮ |B| ≤ 4θk + 2(d− 1)

90♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜.)" ❛))❡."✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇) ❢.♦♠ θn − |B|+m = N = θn − 2θk + 1− d✳ ❆) |Ci| ≥ 2 ❢♦. ❛❧❧ 1 ≤
i ≤ m✱ |B| ≥ 2m✳ ❚❤✐) ❛♥❞ "❤❡ ♣.❡✈✐♦✉) ❡<✉❛❧✐"② ✐♠♣❧② m ≤ 2θk+d−1 ❛♥❞ |B| ≤ 4θk+2(d−1)✳

✽



▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳ ❆ ❝♦❧♦$ ❝❧❛&& C ❝♦❧♦$& ❛' ♠♦&'

(|C|
2

)
[n−1

k ]
q
❞✐&'✐♥❝' (n− k)✲&♣❛❝❡&✳

0$♦♦❢✳ ■❢ C ❝♦❧♦%& ❛♥ (n − k)✲&♣❛❝❡ U ✱ -❤❡♥ U ❝♦♥-❛✐♥& ❛ ❧✐♥❡ &♣❛♥♥❡❞ ❜② -❤❡ ♣♦✐♥-& ♦❢ C✳ ❚❤❡

♥✉♠❜❡% ♦❢ &✉❝❤ ❧✐♥❡& ✐& ❛- ♠♦&-

(|C|
2

)
✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✱ -❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ (n − k) &♣❛❝❡& ❝♦♥-❛✐♥✐♥❣ ❛

❣✐✈❡♥ ❧✐♥❡ ✐&

[
n−1

n−k−1

]
q
= [n−1

k ]
q
✳

❚❤❡ ♥❡①- ♣%♦♣♦&✐-✐♦♥ &❛②& -❤❛- B ❝❛♥♥♦- ❜❡ -♦♦ ❧❛%❣❡❀ %♦✉❣❤❧② &♣❡❛❦✐♥❣✱ |B| ≤ (4−
√
2)qk + 2d+

o(qk)✳

'(♦♣♦+✐-✐♦♥ ✸✳✻✳ ❙✉♣♣♦&❡ '❤❛' d ≤ αqk✱ ❛♥❞ q >
(

5√
2
− 2− α− 4

q

)−1

> 0✳ ❚❤❡♥ |B| < (4−
√
2)qk+

4θk−1 + 2d+ 2✳

0$♦♦❢✳ ❆& ❡✈❡%② (n− k)✲!♣❛❝❡ ♠✉!( ❜❡ ❝♦❧♦,❡❞✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✺ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐(② ✇❡ ❤❛✈❡

[
n+ 1

n− k + 1

]

q

≤
m∑

i=1

(|Ci|
2

)[
n− 1
k

]

q

≤
((|B| − 2(m− 1)

2

)
+ (m− 1)

)[
n− 1
k

]

q

.

❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷ d) ❛♥❞ <,♦♣♦!✐(✐♦♥ ✸✳✹ a)✱ b)

q2k ≤
(|B| − 2(m− 1)

2

)
+ (m− 1) ≤

(
4θk − |B|+ 2d

2

)
+ 2θk + d− 2.

❙✉♣♣♦!❡ (♦ (❤❡ ❝♦♥(,❛,② (❤❛( |B| ≥ 4θk −
√
2qk + 2d + 2 = (4 −

√
2)qk + 4θk−1 + 2d + 2 ✭❤❡,❡ ✇❡

✉!❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷ a)✮✳ ❚❤❡♥ ❜② (❤❡ ❛!!✉♠♣(✐♦♥ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷ c)✱ (❤❡ ,✐❣❤(✲❤❛♥❞✲!✐❞❡ ♦❢ (❤❡ ❛❜♦✈❡

❡①♣,❡!!✐♦♥ ✐! ❛( ♠♦!(

(√
2qk − 2

2

)
+ 2θk + d− 2 < q2k −

(
5√
2
− 2

(
1 +

2

q

)
− α

)
qk + 1 < q2k,

❛ ❝♦♥(,❛❞✐❝(✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡,② ✉!❡❢✉❧ ❛! ✐( ♣,♦✈✐❞❡! ✉! ❧❛,❣❡ ❝♦❧♦, ❝❧❛!!❡! ✐❢ B ✐! ♥♦( ❧❛,❣❡✳ ❚❤❡

♣,♦♦❢ ✐! ❜❛!❡❞ ♦♥ ❘❡!✉❧( ✷✳✻✳ ❘✐❣❤( ♥♦✇✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦( ♥❡❡❞ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !(,♦♥❣❡, ✈❡,!✐♦♥ ♦❢ (❤✐! ❧❡♠♠❛

!✐♥❝❡ ♦✉, ❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡( ❤❛! ♥♦ ✇❡✐❣❤(!✱ ❜✉( ,❡!♣❡❝(✐♥❣ ✐(! ❢✉(✉,❡ ✉!❡ ✇❡ ✇✐❧❧ !(❛(❡ ✐( ✐♥ ❛ ♠♦,❡ ❣❡♥❡,❛❧

!❡((✐♥❣✳ ❚❤✐! ✈❡,!✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐(❤ ❝♦❧♦,✐♥❣! ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ❢,♦♠ ✇❡✐❣❤(❡❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡(!✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✼✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& ❛ ❝♦❧♦+ ❝❧❛$$ C ❝♦♥&❛✐♥$ ❛ $✐♠♣❧❡ ❡$$❡♥&✐❛❧ ♣♦✐♥& P ♦❢ B✳ ❚❤❡♥ &❤❡+❡

❡①✐$&$ ❛ $❡& ♦❢ $✐♠♣❧❡ ♣♦✐♥&$ S ⊂ C \ {P} $✉❝❤ &❤❛& |S| ≥ 3qk + θk−1 − |B|✱ ❛♥❞ ❢♦+ ❛♥② ♣♦✐♥& Q ∈ S
&❤❡+❡ ❡①✐$&$ ❛♥ (n − k) $♣❛❝❡ U $✉❝❤ &❤❛& U ∩ B = {P ;Q} ✭$♦ &❤❡$❡ ♣♦✐♥&$ ❛+❡ ❡$$❡♥&✐❛❧ ❢♦+ B✮✳ ■♥

♣❛+&✐❝✉❧❛+✱ |C| ≥ 3qk + θk−1 + 1− |B|✳

9+♦♦❢✳ ❋♦, Q ∈ B✱ Q 6= P ✱ ❧❡( P ∼ Q ✐✛ Q ✐! ❛❧!♦ ❛ !✐♠♣❧❡ ♣♦✐♥( ❛♥❞ (❤❡,❡ ❡①✐!(! ❛♥ (n − k)✲!♣❛❝❡

U !✉❝❤ (❤❛( U ∩ B = {P,Q}✳ ❆! P ✐! !✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡!!❡♥(✐❛❧✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛( ❧❡❛!( ♦♥❡ !✉❝❤ ♣♦✐♥(✳ ▲❡(

{Q1, . . . , Qr} = {Q ∈ B : P ∼ Q}✳ ❋♦, ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ r✱ (❛❦❡ ❛ ♣♦✐♥( Ri ❢,♦♠ PQi \ {P,Qi}✱ ❛♥❞ ❧❡(

R = {R1, . . . , Rr}✳ ❚❤❡♥ (❤❡ !❡( (B ∪ R) \ {P} ✐! ❛❧!♦ ❛ 2✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡(✳ ❚❤✉! B ∪ R ❝♦♥(❛✐♥!

(✇♦ ❞✐✛❡,❡♥( ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ !❡(!✱ !♦ ❜② ❍❛,,❛❝❤✬! ❘❡!✉❧( ✷✳✻ ✇❡ ❤❛✈❡ |B|+ r ≥ 3qk + θk−1✳

❆! Q1, . . . , Qr ♠✉!( ❤❛✈❡ (❤❡ !❛♠❡ ❝♦❧♦, ❛! P ✱ (❤❡ ♣,♦♦❢ ✐! ✜♥✐!❤❡❞✳

✾



◆♦✇ ✇❡ ❛%❡ %❡❛❞② (♦ )❤♦✇ (❤❛( ✐❢ B ✐) ♥♦( ❧❛%❣❡✱ (❤❡♥ ✐( ✐)✱ ✐♥ ❢❛❝(✱ 2✉✐(❡ )♠❛❧❧✳ ❘♦✉❣❤❧② )♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐❢
|B| < 3qk✱ (❤❡♥ |B| < 2qk+2d+o(qk)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉)❡ (❤❛( 3qk+θk−1−2θk = 3qk+θk−1−2

(
qk + θk−1

)
=

qk − θk−1✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✽✳ ▲❡" β ≥ 2✳ ❆%%✉♠❡ |B| ≤ 3qk + θk−1+1−β ❛♥❞ (β− 4)qk > (β+4)θk−1+β(2d+
β − 3)✳ ❚❤❡♥ |B| < 2θk + 2d− 2 + β✳

-.♦♦❢✳ ❇② ❘❡)✉❧( ✷✳✻ (❤❡%❡ ✐) ❛ ✉♥✐2✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ )❡( B′
❝♦♥(❛✐♥❡❞ ✐♥ B✳ ❇② ▲❡♠♠❛

✸✳✼ ✇❡ ❦♥♦✇ (❤❛( ✐❢ ❛ ❝♦❧♦% ❝❧❛)) ❝♦♥(❛✐♥) ❛ ♣♦✐♥( ♦❢ B′
✱ (❤❡♥ ✐( ❝♦♥(❛✐♥) ❛( ❧❡❛)( 3qk + θk−1 + 1− |B|

♣♦✐♥() ♦❢ ✐(✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦(❤❡% ❝♦❧♦% ❝❧❛))❡) ✐♥ B ❤❛✈❡ ❛( ❧❡❛)( (✇♦ ♣♦✐♥()✳ ❚❤✐) ❛♥❞ D%♦♣♦)✐(✐♦♥ ✸✳✹ a)
✐♠♣❧② (❤❛(

|B| − 2θk + 1− d = m ≤ |B′|
3qk + θk−1 + 1− |B| +

|B| − |B′|
2

≤

≤ 2θk
3qk + θk−1 + 1− |B| +

|B| − 2θk
2

,

)♦

(|B| − (2θk + 2d− 2))
(
3qk + θk−1 + 1− |B|

)
≤ 4θk.

❚❤❡ ❧❡❢(✲❤❛♥❞ )✐❞❡ ❡①♣%❡))✐♦♥ ✐) ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ |B|✳ ❙✉❜)(✐(✉(✐♥❣ ❡✐(❤❡% |B| = 2θk + 2d − 2 + β =
2qk + 2θk−1 + 2d− 2 + β ♦% |B| = 3qk + θk−1 + 1− β ✇❡ ♦❜(❛✐♥

β
(
3qk + θk−1 − 2θk − 2d+ 3− β

)
≤ 4θk,

✇❤✐❝❤✱ ❞✉❡ (♦ )✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛(✐♦♥) ❛♥❞ %❡❛%%❛♥❣❡♠❡♥(✱ ❧❡❛❞) (♦ (β−4)qk ≤ (β+4)θk−1+β(2d+β−3)✱
❛ ❝♦♥(%❛❞✐❝(✐♦♥✳ ❆) |B| ≤ 3qk + θk−1 +1− β✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ (❤❛( |B| < 2θk +2d− 2+ β ♠✉)( ❤♦❧❞✳

❯)✐♥❣ (❤❡)❡ %❡)✉❧()✱ ✇❡ ♠❛② ❛))✉♠❡ (❤❛( B ✐) 2✉✐(❡ )♠❛❧❧✳ ❆) )❤♦✇♥ ❜② (❤❡ ♥❡①( ♣%♦♣♦)✐(✐♦♥✱ (❤✐)
✐♠♠❡❞✐❛(❡❧② ❣✐✈❡) (❤❡ ❞❡)✐%❡❞ %❡)✉❧( ♦♥ (❤❡ ✉♣♣❡% ❝❤%♦♠❛(✐❝ ♥✉♠❜❡% ♣%♦✈✐❞❡❞ (❤❛( B ❝♦♥(❛✐♥) (❤❡

✉♥✐♦♥ ♦❢ (✇♦ ❞✐)❥♦✐♥( ♦♥❡✲❢♦❧❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ )❡()✱ ✇❤✐❝❤ ♣%♦♣❡%(② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢%♦♠ ❛ )(❛❜✐❧✐(② (②♣❡

%❡)✉❧( ♦♥ ♠✉❧(✐♣❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ )❡() ❧✐❦❡ ❚❤❡♦%❡♠ ✶✳✾ ♦% ❘❡)✉❧( ✷✳✹❀ ❤♦✇❡✈❡%✱ (❤❡ )(%❡♥❣(❤ ♦❢ (❤❡ %❡)✉❧(

♦❜(❛✐♥❡❞ ✐♥ (❤✐) ✇❛② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉((❡%❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥( ♦♥ (❤❡ )(%❡♥❣(❤ ♦❢ (❤❡ )(❛❜✐❧✐(② %❡)✉❧(✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✾✳ ❙✉♣♣♦%❡ "❤❛" B ❝♦♥"❛✐♥% "✇♦ ❞✐%❥♦✐♥" k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ %❡"%✱ U1 ❛♥❞ U2✳ ■❢ "❤❡ ❝♦❧♦.✐♥❣

✐% ♥♦♥".✐✈✐❛❧✱ "❤❡♥ |U1| + |U2| ≥ 4(3qk − |B| + θk−1)❀ ✐♥ ♣❛."✐❝✉❧❛.✱ |B| ≥ 2.4qk + 0.8θk−1 ❛♥❞✱ ✐❢ U1

❛♥❞ U2 ❛.❡ k✲%♣❛❝❡%✱ "❤❡♥ |B| ≥ 2.5qk + 1
2
θk−1✳

-.♦♦❢✳ ❲❡ ♠❛② ❛))✉♠❡ (❤❛( |B| < 3qk + θk−1✱ ♦(❤❡%✇✐)❡ (❤❡ ❛))❡%(✐♦♥) ❛%❡ (%✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❘❡)✉❧(

✷✳✻✱ B′ = U1 ∪U2 ✐) ♣%❡❝✐)❡❧② (❤❡ )❡( ♦❢ ❡))❡♥(✐❛❧ ♣♦✐♥() ♦❢ B✳ ■❢ (❤❡ ❝♦❧♦%✐♥❣ ✐) ♥♦( (%✐✈✐❛❧✱ (❤❡♥ (❤❡%❡
❛%❡ ❛( ❧❡❛)( (✇♦ ❝♦❧♦%) ✉)❡❞ ✐♥ B′

✱ )❛②✱ %❡❞ ❛♥❞ ❣%❡❡♥✳ ❲✐(❤♦✉( ❧♦)) ♦❢ ❣❡♥❡%❛❧✐(② ✇❡ ♠❛② (❛❦❡ ❛ %❡❞

♣♦✐♥( P ∈ U1✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✼✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ )❡( S ♦❢ ❡))❡♥(✐❛❧ ♣♦✐♥() ♦❢ B )✉❝❤ (❤❛( |S| = 3qk−|B|+θk−1✱

❛♥❞ ❢♦% ❡❛❝❤ ♣♦✐♥( Q ∈ S (❤❡%❡ ✐) ❛♥ (n− k)✲)♣❛❝❡ UQ )✉❝❤ (❤❛( B ∩ UQ = {P,Q}✳ ❚❤✉) ❛❧❧ ♣♦✐♥()
♦❢ S ❛%❡ %❡❞✳ ❆) U2 ✐) ❛ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ )❡(✱ ∀Q ∈ S : UQ ∩ U2 = {Q}✱ )♦ S ⊂ U2✳ ❇② ✐♥(❡%❝❤❛♥❣✐♥❣

(❤❡ %♦❧❡ ♦❢ U1 ❛♥❞ U2✱ ✇❡ )❡❡ (❤❛( U1 ❛♥❞ U2 ❜♦(❤ ❝♦♥(❛✐♥ ❛( ❧❡❛)( 3q
k − |B| + θk−1 %❡❞ ♣♦✐♥()✳ ❆)

(❤❡ )❛♠❡ ❤♦❧❞) ❢♦% ❣%❡❡♥ ♣♦✐♥() ❛) ✇❡❧❧✱ ✇❡ ✜♥❞ (❤❛( 4(3qk − |B| + θk−1) ≤ |U1| + |U2| ≤ |B|✱ (❤✉)
|B| ≥ 2.4qk + 0.8θk−1 ✐♥ ❣❡♥❡%❛❧❀ ✐❢ U1 ❛♥❞ U2 ❛%❡ k✲)♣❛❝❡)✱ )✉❜)(✐(✉(✐♥❣ |U1| = |U2| = θk = qk + θk−1

❣✐✈❡) (❤❡ ❛))❡%(✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡①( ❧❡♠♠❛ )❤♦✇) ✉♥❞❡% ✇❤❛( ❝♦♥❞✐(✐♦♥) ❞♦❡) D%♦♣♦)✐(✐♦♥ ✸✳✻ ♣%♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❜♦✉♥❞

♦♥ |B| (♦ ♠❛❦❡ D%♦♣♦)✐(✐♦♥ ✸✳✽ ✇♦%❦ ✇✐(❤ β = 5✱ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❡ ✇✐❧❧ (②♣✐❝❛❧❧② ✉)❡✳

✶✵



▲❡♠♠❛ ✸✳✶✵✳ ❆!!✉♠❡ d ≤ αqk ❢♦' !♦♠❡ 0 ≤ α ≤ 1
2
✳ ❙✉♣♣♦!❡ +❤❛+ ❡✐+❤❡'

✶✳ k = 1✱ q ≥ 5 ❛♥❞ d ≤ min
{

q

10
− 2, q(

√
2−1)
2

− 9
2

}
✱ ♦'

✷✳ k ≥ 2✱ q ≥ 13 ❛♥❞ d ≤ qk

10
− 9qk−1

10
− 28qk−2

10
✳

❚❤❡♥ |B| ≤ 2θk + 2d+ 2✳

5'♦♦❢✳ ■! ✐# ❡❛#② !♦ #❡❡ !❤❛! !❤❡ )❡*✉✐)❡♠❡♥! q >
(

5√
2
− 2− α− 4

q

)−1

> 0 ♦❢ /)♦♣♦#✐!✐♦♥ ✸✳✻ ❤♦❧❞#

✉♥❞❡) α ≤ 1
2

❛♥❞ q ≥ 5✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ !❤❛! |B| < (4−
√
2)qk +4θk−1+2d+2✳ ❚❤✉# !♦ ♠❡❡!

!❤❡ ❛##✉♠♣!✐♦♥# ♦❢ /)♦♣♦#✐!✐♦♥ ✸✳✽ ✇✐!❤ β = 5✱ ✐! ✐# ❡♥♦✉❣❤ !♦ ❤❛✈❡

qk > 9θk−1 + 5(2d+ 2) ❛♥❞ ✭✶✮

(4−
√
2)qk + 4θk−1 + 2d+ 2 ≤ 3qk + θk−1 − 4 ♦)✱ ❡*✉✐✈❛❧❡♥!❧②✱ ✭✷✮

(
√
2− 1)qk ≥ 3θk−1 + 2d+ 6. ✭✸✮

❋♦) k = 1✱ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✸✮ ❞❡♠❛♥❞ d < q−19
10

❛♥❞ d ≤ q(
√
2−1)
2

− 9
2
✳

❋♦) k ≥ 2✱ ✉#✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷ a) ❛♥❞ c) ✇❡ #❡❡ !❤❛! !♦ #❛!✐#❢② ✭✶✮ ✐! ✐# ❡♥♦✉❣❤ !♦ ❤❛✈❡

9

(
1 +

2

q

)
qk−1 + 10αqk + 10 ≤ qk,

❤❡♥❝❡✱ ❛# k ≥ 2✱ ✐! ✐# #✉✣❝✐❡♥! !♦ )❡*✉✐)❡

α ≤ 1

10
− 9

10q
− 28

10q2
.

❘❡❣❛)❞✐♥❣ ✭✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ #✐♠✐❧❛)❧② ❞❡❞✉❝❡ !❤❛!

(
√
2− 1)qk ≥ 3

(
1 +

2

q

)
qk−1 + 2αqk + 6

✐# ❡♥♦✉❣❤✱ ❤❡♥❝❡ #♦ ✐#

α ≤
√
2− 1

2
− 3

2q
− 6

q2
.

■! ✐# ❡❛#② !♦ #❡❡ !❤❛! !❤❡ ❧❛!!❡) )❡*✉✐)❡♠❡♥! ✐# ✇❡❛❦❡) ❢♦) q ≥ 9✱ #♦ !❤❡ ❢♦)♠❡) ♦♥❡ ✐# ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❤✐❝❤

✐# ♣♦#✐!✐✈❡ ✐❢ q ≥ 13✳ ❚❤✉# ✉♥❞❡) !❤❡#❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥# /)♦♣♦#✐!✐♦♥ ✸✳✽ ②✐❡❧❞# |B| < 2θk + 2d + 3✳ ❆# !❤❡

*✉❛♥!✐!✐❡# ♦♥ ❜♦!❤ #✐❞❡# ❛)❡ ✐♥!❡❣❡)#✱ !❤❡ ♣)♦♦❢ ✐# ✜♥✐#❤❡❞✳

❘❡♠❛)❦ ✸✳✶✶✳ ■❢ q ≥ 25✱ ❛❧❧ ❝♦♥❞✐+✐♦♥! ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✵ ❛'❡ !❛+✐!✜❡❞ ✉♥❞❡' d ≤ qk

10
− 2qk−1

✳

❚❤❡ ❝♦♥#✐❞❡)❛!✐♦♥# #♦ ❢❛) ❛)❡ ❡♥♦✉❣❤ !♦ ♣)♦✈❡ ❚❤❡♦)❡♠# ✶✳✻ ❛♥❞ ✶✳✼✳

5'♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦'❡♠ ✶✳✻✳ ❲❡ )❡❝❛❧❧ !❤❡ ❛##✉♠♣!✐♦♥# n ≥ 3✱ 1 ≤ k < n
2
✱ q ≥ 17 ✐❢ k = 1 ❛♥❞ q ≥ 13 ✐❢

k ≥ 2✳ ❯♥❞❡) !❤❡#❡✱ !❤❡ )❡*✉✐)❡♠❡♥!# ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✵ ❛)❡ ♠❡! ❢♦) d ≤ −1✱ α = 0✱ #♦ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

!❤❛! |B| ≤ 2θk✳ ❘❡#✉❧! ✷✳✹ ❛##❡)!# !❤❛! B ❝♦♥!❛✐♥# !❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ !✇♦ k✲#♣❛❝❡# ✭✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❞✐#❥♦✐♥! ❛#

B ✐# ♥♦! ✇❡✐❣❤!❡❞✮✳ /)♦♣♦#✐!✐♦♥ ✸✳✾ ②✐❡❧❞# !❤❛! ❡✐!❤❡) |B| ≥ 2.5qk + 0.5θk−1✱ ❛ ❝♦♥!)❛❞✐❝!✐♦♥ ❞✉❡ !♦ q
❜❡✐♥❣ ❧❛)❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ♦) !❤❡ ❝♦❧♦)✐♥❣ ✐# !)✐✈✐❛❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛#❡ d ≥ 0✱ ❛ ❝♦♥!)❛❞✐❝!✐♦♥✳ ❚❤✉# !❤❡)❡ ✐# ♥♦

❝♦❧♦)✐♥❣ ✇✐!❤ d ≤ −1✱ ✐♥ ♦!❤❡) ✇♦)❞#✱ χ̄(H(n, n− 1, q)) ≥ θn − 2θk + 1✳ ❊*✉❛❧✐!② ❝❛♥ ❜❡ )❡❛❝❤❡❞ ❜②

!)✐✈✐❛❧ ❝♦❧♦)✐♥❣# #✐♥❝❡✱ ❛# k < n
2
✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②# ✜♥❞ !✇♦ ❞✐#❥♦✐♥! k✲#♣❛❝❡#✱ ✇❤♦#❡ ✉♥✐♦♥ ✐# ❝❧❡❛)❧② ❛

2✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ #❡!✳

✶✶



 !♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦!❡♠ ✶✳✼✳ ❙✉♣♣♦$❡ d ≤ 1
2

(
(
√
2− 1)qk − 3θk−1 − 8

)
❛♥❞ q ≥ 11✱ q ♣*✐♠❡✳ ❆$ 11 >(

5√
2
− 2− 1

4
− 4

11

)−1

≈ 1.08✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② 3*♦♣♦$✐4✐♦♥ ✸✳✻ ✇✐4❤ α = 1
4
4♦ ♦❜4❛✐♥ |B| < (4−

√
2)qk +

4θk−1+2d+2 = 3qk+θk−1−6✳ ❙❡4 β = 8✳ ❚❤❡♥ |B| ≤ 3qk+θk−1+1−β ❛♥❞✱ ✉$✐♥❣ d < qk

4
−θk−1−4✱

✇❡ ❛❧$♦ ❤❛✈❡ (β − 4)qk > (β + 4)θk−1 + β(2d + β − 3)✱ $♦ 3*♦♣♦$✐4✐♦♥ ✸✳✽ ❛♣♣❧✐❡$ ❛♥❞ ②✐❡❧❞$ |B| <
2θk +2d+6 < 2.5qk✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❚❤❡♦*❡♠ ✶✳✾✱ B ❝♦♥4❛✐♥$ 4✇♦ ❞✐$❥♦✐♥4 k✲$♣❛❝❡$❀ ❝❛❧❧ 4❤❡♠ U1 ❛♥❞ U2✳

✭◆♦4❡ 4❤❛4 4❤✐$ ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ k < n
2
✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♦❜4❛✐♥ ❛ ❝♦♥4*❛❞✐❝4✐♦♥ ❢♦* k ≥ n

2
$❤♦✇✐♥❣ 4❤❛4 ♥♦

♣*♦♣❡* ❝♦❧♦*✐♥❣ $❛4✐$✜❡$ 4❤❡ ❝♦♥❞✐4✐♦♥ ♦♥ d✳✮ ❆$ |B| < 2.5qk✱ 3*♦♣♦$✐4✐♦♥ ✸✳✾ ❝❧❛✐♠$ 4❤❛4 ♦✉* ❝♦❧♦*✐♥❣

✐$ 4*✐✈✐❛❧✳

❙✉♣♣♦$❡ ♥♦✇ 4❤❛4 q ✐$ ♥♦4 ❛ ♣*✐♠❡✱ ❛♥❞ *❡❝❛❧❧ 4❤❛4 ♦✉* ❛$$✉♠♣4✐♦♥$ ✐♥ 4❤✐$ ❝❛$❡ ❛*❡ q ≥ 25 ❛♥❞

d ≤ 1
2

(
qk−1 − [k−1

1 ]
q
− 3

)
✳ ❚♦ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✵ ✇❡ ♥❡❡❞ d ≤ qk

10
−2qk−1

✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇$ ❢*♦♠ d < qk−1

2

❛♥❞ q ≥ 25❀ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♦❜4❛✐♥ |B| ≤ 2θk + 2d + 2✳ ❚❤❡ ❛$$✉♠❡❞ ✉♣♣❡* ❜♦✉♥❞ ❢♦* d ✐$ ❡J✉✐✈❛❧❡♥4 4♦

2d+ 2 ≤ (q − 2) q
k−1−1
q−1

✱ $♦ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② ❘❡$✉❧4 ✷✳✹ ✇✐4❤ t = 2 ❛♥❞ r = q − 2 4♦ $❡❡ 4❤❛4 B ❝♦♥4❛✐♥$

4❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ 4✇♦ ❞✐$❥♦✐♥4 k✲$♣❛❝❡$ ✭❛❣❛✐♥✱ k ≥ n
2
❣✐✈❡$ ❛ ❝♦♥4*❛❞✐❝4✐♦♥✮✳ ❆$ |B| < 2θk + qk−1 < 2.5qk

❝❧❡❛*❧② ❤♦❧❞$✱ 3*♦♣♦$✐4✐♦♥ ✸✳✾ ❝❧❛✐♠$ 4❤❛4 4❤❡ ❝♦❧♦*✐♥❣ ✐$ 4*✐✈✐❛❧✳

❘❡♠❛$❦ ✸✳✶✷✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦. ❜❡❧✐❡✈❡ .❤❛. .❤❡ ✉♣♣❡! ❜♦✉♥❞ d . 0.2qk ❢♦! .❤❡ q ♣!✐♠❡ ❝❛7❡ ✐♥ .❤❡ ❛❜♦✈❡
!❡7✉❧. ✐7 ❝❧♦7❡ .♦ ❜❡ 7❤❛!♣✳ ❲❡ .❤✐♥❦ .❤❛. .❤❡ ❧✐♠✐. 7❤♦✉❧❞ ❜❡ !♦✉❣❤❧② d . 0.5qk ❜✉. .♦ ❛❝❤✐❡✈❡ .❤✐7✱ ♦♥❡
♥❡❡❞7 .♦ ✐♠♣!♦✈❡  !♦♣♦7✐.✐♦♥7 ✸✳✻ ❛♥❞ ✸✳✽ 7✐❣♥✐✜❝❛♥.❧②✱ ♦! .♦ ✉7❡ ❛ ❞✐✛❡!❡♥. ❛♣♣!♦❛❝❤✳ ■♠♣!♦✈✐♥❣

♦♥❧②  !♦♣♦7✐.✐♦♥ ✸✳✻ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉7 .♦ ♣!♦✈❡ .❤❡ 7❛♠❡ ❛77❡!.✐♦♥ ✉♥❞❡! d . 0.25qk ✭.❤✐7 ✐7 .❤❡ ❜❡7.
❛❧❧♦✇❡❞ ❜②  !♦♣♦7✐.✐♦♥ ✸✳✽✮✳

✸✳✷ ■♠♣&♦✈❡♠❡♥+, ✇❤❡♥ q ✐, ♥♦+ ❛ ♣&✐♠❡✿ +❤❡ ♣&♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦&❡♠ ✶✳✽

❲❡ *❡❝❛❧❧ 4❤❛4 B = B(C) ❞❡♥♦4❡$ 4❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧♦* ❝❧❛$$❡$ ✐♥ 4❤❡ ♣*♦♣❡* ❝♦❧♦*✐♥❣ C ✇✐4❤ ❛4 ❧❡❛$4 4✇♦

❡❧❡♠❡♥4$✱ $♦ B ✐$ ❛ 2✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ $❡4 ✐♥ PG(n, q) ❝♦❧♦*❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② 4❤❛4 ❡❛❝❤ (n−k)✲$♣❛❝❡ ❝♦♥4❛✐♥$
❛4 ❧❡❛$4 4✇♦ ♣♦✐♥4$ ♦❢ B ♦❢ 4❤❡ $❛♠❡ ❝♦❧♦*✳ ❲❡ ✇✐❧❧ *❡❧② ♦♥ $♦♠❡ ✐♥✐4✐❛❧ ❛$$✉♠♣4✐♦♥$ 4❤❛4 ❛*❡ ❡$$❡♥4✐❛❧

✐♥ 4❤❡ $❡♥$❡ 4❤❛4 4❤❡② ❝❛♥♥♦4 ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ $✐❣♥✐✜❝❛♥4❧② $♦ 4❤❛4 4❤❡ *❡❛$♦♥✐♥❣ $4✐❧❧ ✇♦*❦$✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

❜❡ ❞❡*✐✈❡❞ ❢*♦♠ 4❤❡ ♠✉❝❤ ♠♦*❡ *❡$4*✐❝4✐✈❡ ❜✉4 ❛❞❥✉$4❛❜❧❡ *❡J✉✐*❡♠❡♥4$ ♦❢ ❚❤❡♦*❡♠ ✶✳✽ 4❤❛4 ♠❛② ❜❡

✜♥❡✲4✉♥❡❞ 4♦ ♦❜4❛✐♥ ❛ $✐♠✐❧❛* *❡$✉❧4✳ ❲❡ ❛✐♠ 4♦ 4*❡❛4 4❤❡$❡ $♦♠❡✇❤❛4 $❡♣❛*❛4❡❧② ✐♥ ♦*❞❡* 4♦ ♠❛❦❡

❢✉4✉*❡ ♣❛*❛♠❡4❡* ❛❞❥✉$4♠❡♥4$ ❡❛$✐❡*✳

■♥✐-✐❛❧ ❛//✉♠♣-✐♦♥/✿ q ≥ 25✱ ❛♥❞ d ≤ qk

10
− 2qk−1 − 1✳

❆$ ❚❤❡♦*❡♠ ✶✳✽ *❡J✉✐*❡$ p ≥ 11 ❛♥❞ h ≥ 2✱ q = ph ≥ 25 ❝❧❡❛*❧② ❤♦❧❞$✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ 4❤❡ ❛$$✉♠♣4✐♦♥

♦♥ 4❤❡ ♥✉♠❜❡* N ♦❢ ❝♦❧♦*$ ❝❛♥ ❜❡ *❡♣❤*❛$❡❞ ❛$ ❛♥ ✉♣♣❡* ❜♦✉♥❞ d ≤ γ

2
qk − θk−1− 3

2
✇✐4❤ γ = 1

100
✭✇❡

✐♥4*♦❞✉❝❡ γ ❛$ ✐4 ✐$✱ ✐♥ ❢❛❝4✱ ❛♥ ❛❞❥✉$4❛❜❧❡ ♣❛*❛♠❡4❡*✮✳ ❋*♦♠ 4❤✐$✱ d ≤ qk

10
− 2qk−1 − 1 ❢♦❧❧♦✇$ ✐❢✱ $❛②✱

γ ≤ 1
10
✳ ❋♦* ❛ ✇❤✐❧❡✱ ❧❡4 ✉$ ✜① γ ≤ 1

10
❜✉4 ❧❡❛✈❡ γ ∈ R ✉♥❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ *❡J✉✐*❡ d ≤ γ

2
qk − θk−1 − 3

2
✳

❚❤❡ ✐♥✐4✐❛❧ ❛$$✉♠♣4✐♦♥$✱ ❜② ❘❡♠❛*❦ ✸✳✶✶ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✵✱ ❛❧❧♦✇ ✉$ 4♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ 4❤❛4 |B| ≤ 2θk +

2d+ 2 ≤ 2θk + 2( q
k

10
− 2qk−1) ≤ 2.2θk − 4qk−1

✳

▲❡4 B′
❞❡♥♦4❡ 4❤❡ ✉♥✐J✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✷✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ $❡4 ❝♦♥4❛✐♥❡❞ ✐♥ B ✭✇❤✐❝❤ ✐$ 4❤❡ $❡4 ♦❢ ❡$$❡♥4✐❛❧

♣♦✐♥4$ ❢♦* B✱ ❝❢✳ ❘❡$✉❧4 ✷✳✻✮✳ ❲❡ ✇❛♥4 4♦ ♣*♦✈❡ 4❤❛4 B′
✐$ ♠♦♥♦❝❤*♦♠❛4✐❝❀ 4♦ 4❤✐$ ❡♥❞✱ ❧❡4 ✉$ $✉♣♣♦$❡ 4♦

4❤❡ ❝♦♥4*❛*② 4❤❛4 B ❝♦♥4❛✐♥$ ❛ *❡❞ ❛♥❞ ❛ ❣*❡❡♥ ❡$$❡♥4✐❛❧ ♣♦✐♥4 ❛$ ✇❡❧❧✳ ❆$ |B| ≤ 2.2θk−4qk−1 < 5
2
qk− 1

2

❝❧❡❛*❧② ❢♦❧❧♦✇$✱ 4❤❡ t mod p ♣*♦♣❡*4② ✭❘❡$✉❧4 ✷✳✼✮ ❤♦❧❞$ ❢♦* B′
✳ ❲❡ ✇❛♥4 4♦ $❤♦✇ 4❤❛4 4❤❡ ❝♦❧♦*✐♥❣

C ✐$ 4*✐✈✐❛❧❀ ✐♥ ♦4❤❡* ✇♦*❞$✱ B ❝♦♥4❛✐♥$ ❛ ♠♦♥♦❝❤*♦♠❛4✐❝ 2✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ $❡4✳

✶✷



❲❡ ❝♦♥%✐❞❡( )❤(❡❡ ❝❛%❡% ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ )❤❡ (❡❧❛)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ n ❛♥❞ 2k✳ ❖✉( ♠❛✐♥ ❝❛%❡ ✐% ✇❤❡♥
n = 2k✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %✐)✉❛)✐♦♥ )❤❡ ❢❛♠♦✉% ❆♥❞(8✕❇(✉❝❦✕❇♦%❡ (❡♣(❡%❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ ♣(♦❥❡❝)✐✈❡ ♣❧❛♥❡% %❤❛❧❧
❜❡ ✉%❡❞ )♦ ❡♥❛❜❧❡ ✉% ✉%✐♥❣ ♣❧❛♥❛( )♦♦❧%✳ ❚❤❡ ❝❛%❡% n > 2k ❛♥❞ n < 2k ✇✐❧❧ ❜❡ )(❛❝❡❞ ❜❛❝❦ )♦ )❤✐% ♦♥❡
✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❉✉(✐♥❣ )❤✐% ♣(♦❝❡❞✉(❡ )❤❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❤♦%) %♣❛❝❡✱ )❤❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ♦❢ )❤❡

%✉❜%♣❛❝❡% ✇❡ ✇❛♥) )♦ ❝♦❧♦( ♣(♦♣❡(❧②✱ )❤❡ ❝♦❧♦(✐♥❣ ❡)❝✳ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ (❡❢❡( )♦ )❤❡%❡ ♠♦❞✐✜❡❞

♦❜❥❡❝)% ❜② )❤❡✐( ♦(✐❣✐♥❛❧ ♥♦)❛)✐♦♥ ❡B✉✐♣♣❡❞ ✇✐)❤ ❛ ❜❛(✳

✸✳✷✳✶ n ≤ 2k

■❢ n ≤ 2k )❤❡♥ ✇❡ %✐♠♣❧② ❡♠❜❡❞ )❤✐% ♣(♦❥❡❝)✐✈❡ %♣❛❝❡ ✐♥)♦ PG(2k, q)✱ ❛♥❞ ❧❡) n = 2k ❛♥❞ k = k ✭✐✳❡✳✱
✇❡ ❞♦ ♥♦)❤✐♥❣ ✐❢ n = 2k✮✳ ❈♦❧♦( )❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥)% ✇✐)❤ ♥❡✇ ❛♥❞ ♣❛✐(✇✐%❡ ❞✐✛❡(❡♥) ❝♦❧♦(%✳ ❆❢)❡( )❤❡
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❡ ❣❡) ❛ %)(✐❝) ♣(♦♣❡( ❝♦❧♦(✐♥❣ C ♦❢ H(2k, k, q) = H(n, n − k, q) ✭❛ k✲%♣❛❝❡ ♦❢ PG(2k, q)
✐♥)❡(%❡❝)% )❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ n✲%♣❛❝❡ ❝♦♥)❛✐♥✐♥❣ B ✐♥ ❛ k + n− 2k = n− k ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ %✉❜%♣❛❝❡✮✳ ◆♦)❡
)❤❛) B ❛♥❞ B′

❛(❡ ❧❡❢) ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ %♦ |B| ≤ 2.2θk − 4qk−1
%)✐❧❧ ❤♦❧❞%✱ ❛♥❞ ❢(♦♠ d ≤ γ

2
qk − θk−1 − 3

2

❛♥❞ |B| ≤ 2θk +2d+2 ✇❡ ♦❜)❛✐♥ |B| ≤ (2+ γ)qk − 1 ≤ 2(qk +1)+ γqk ✭)❤✐% ❧❛%) ✉♣♣❡( ❜♦✉♥❞ %)❛♥❞%
❤❡(❡ ❢♦( ❢✉)✉(❡ ♣✉(♣♦%❡%✮✳

✸✳✷✳✷ n > 2k

▲❡) ✉% ❡♠❜❡❞ PG(n, q) ✐♥)♦ PG(2n− 2k, q) ❛♥❞ ❧❡) ✉% )❛❦❡ ❛♥ (n− 2k− 1)✲%♣❛❝❡ V ⊂ PG(2n− 2k, q)
✇❤✐❝❤ ✐% ❞✐%❥♦✐♥) ❢(♦♠ PG(n, q) ✭❝♦♥%✐❞❡(❡❞ ♥♦✇ ❛% ❛ ❣✐✈❡♥ n✲%♣❛❝❡ ♦❢ PG(2n−2k, q)✮❀ )❤✉% PG(2n−
2k, q) ✐% ❣❡♥❡(❛)❡❞ ❜② )❤❡ ♦(✐❣✐♥❛❧ PG(n, q) ❛♥❞ V ✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♥❡ K ✉♣♦♥ )❤❡ ❜❛%❡ B ✇✐)❤ ✈❡()❡①
V ❀ )❤❛) ✐%✱ )❤❡ ❝♦♥❡ K ❝♦♥%✐%)% ♦❢ )❤❡ ♣♦✐♥)% ♦❢ )❤❡ ❧✐♥❡% ❥♦✐♥✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥) X ∈ B ✇✐)❤ ❛ ♣♦✐♥) Y ∈ V ✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✸✳ ❋♦" ❛♥ ❛"❜✐'"❛"② ♣♦✐♥' P ∈ PG(2n− 2k, q) \ (PG(n, q) ∪ V) '❤❡"❡ ❡①✐-' ❛ ✉♥✐/✉❡ ♣❛✐"
♦❢ ♣♦✐♥'- X ∈ PG(n, q) ❛♥❞ Y ∈ V -✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② X ❛♥❞ Y ❝♦♥'❛✐♥- P ✳

6"♦♦❢✳ ■❢ ❛ ❣♦♦❞ ♣❛✐( X✱ Y ❡①✐%)% )❤❡♥✱ ❝❧❡❛(❧②✱ )❤❡ ❧✐♥❡ XY ✐% ❝♦♥)❛✐♥❡❞ ✐♥ 〈P,V〉 ∩ 〈P,PG(n, q)〉✱
✇❤✐❝❤ ✐% ❛ %✉❜%♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ (n − 2k − 1 + 1) + (n + 1) − (2n − 2k) = 1✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ )❤✐%
)②♣❡ ✐% ✉♥✐B✉❡✱ ❛♥❞ ✐) ❞❡✜♥❡% )❤❡ ♣♦✐♥)% X ❛♥❞ Y ✐♥ ❛ ✉♥✐B✉❡ ✇❛②✳

❚❤❡ ♣♦✐♥)% ♦❢ PG(2n− 2k, q) ♥♦) ✐♥ K ❣❡) ♣❛✐(✇✐%❡ ❞✐%)✐♥❝) ♥❡✇ ❝♦❧♦(%✱ ❛♥❞ ❧❡) ✉% ❝♦❧♦( )❤❡ ♣♦✐♥)%
♦❢ K ✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥)% ♦❢ V ✇✐❧❧ ❣❡) )❤❡ ❝♦❧♦( ♦❢ ❛♥ ❛(❜✐)(❛(✐❧② ❝❤♦%❡♥ ♣♦✐♥) ♦❢ B✱
❛♥❞ )❤❡ ♣♦✐♥)% ♦❢ K \ (B ∪ V) ❣❡) )❤❡ ❝♦❧♦( ♦❢ )❤❡✐( ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❝❡%)♦( ✭)❤❡ ✉♥✐B✉❡ ♣♦✐♥) X ✐♥
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✸✮ ✐♥ B✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡) ✉% ❣✐✈❡ ✇❡✐❣❤) )✇♦ )♦ )❤❡ ♣♦✐♥)% ♦❢ V ✳ ■♥ )❤✐% ✇❛②✱ )❤❡ ❝♦❧♦(✐♥❣ ♦❢
H(2n− 2k, n− k, q) ✐% ♣(♦♣❡(✱ %✐♥❝❡ ✐❢ ❛♥ (n− k)✲%♣❛❝❡ U ♠❡❡)% V )❤❡♥ ✐) ✐% ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② K )(✐✈✐❛❧❧②✱
❛♥❞ ✐❢ ✐) ✐% %❦❡✇ )♦ V )❤❡♥ 〈V , U〉 ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ (2n − 3k)✲%♣❛❝❡ %✉❝❤ )❤❛) ✐) ♠❡❡)% PG(n, q) ✐♥ ❛♥
(n − k)✲%♣❛❝❡ W ✱ )❤✉% W ❝♦♥)❛✐♥% )✇♦ ♣♦✐♥)% ♦❢ B ♦❢ )❤❡ %❛♠❡ ❝♦❧♦( ❛♥❞✱ ❜② )❤❡ ❝♦♥❡ %)(✉❝)✉(❡✱ U
❝♦♥)❛✐♥% )✇♦ ♣♦✐♥)% ♦❢ K ♦❢ )❤❡ %❛♠❡ ❝♦❧♦(✳ ❆❧%♦✱ )❤❡ (❡❞ ❛♥❞ )❤❡ ❣(❡❡♥ ❡%%❡♥)✐❛❧ ♣♦✐♥)% ❢♦( B ✐♥
PG(n, q) (❡♠❛✐♥ ❡%%❡♥)✐❛❧ ❢♦( K✱ ❤❡♥❝❡ K ❝♦♥)❛✐♥% ❛ (❡❞ ❛♥❞ ❛ ❣(❡❡♥ ❡%%❡♥)✐❛❧ ♣♦✐♥) ♦❢ ✇❡✐❣❤) ♦♥❡✳
▲❡) n = 2n − 2k✱ k = n − k✳ ◆♦)❡ )❤❛) ❡①❝❡♣) ❢♦( )❤❡ ♣♦✐♥)% ♦❢ V ✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥) ♦❢ K ❤❛% ✇❡✐❣❤)
♦♥❡✱ ❛♥❞ n− 2k − 1 = dim(V) ≤ 2n−2k

2
− 2 = n

2
− 2✳ ❋✉()❤❡(♠♦(❡✱ )❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ♣♦✐♥)% ♦❢ K ✭✇✐)❤

✇❡✐❣❤)%✮ ✐% |B| + 2|V| + |B||V|(q − 1) = |B| + 2θn−2k−1 + |B|(qn−2k − 1) = |B|qn−2k + 2θn−2k−1✳ ❖♥

)❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛% |B| ≤ 2θk + 2d + 2 ≤ 2θk + 2( q
k

10
− 2qk−1)✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥ |K| ≤ 2(θn−k − θn−2k−1) +

2( q
n−k

10
− 2qn−k−1) + 2θn−2k−1 = 2θk + 2( q

k

10
− 2qk−1) ≤ 2.2θk − 4qk−1

❀ ♦♥ )❤❡ ♦)❤❡( ❤❛♥❞✱ ❢(♦♠

✶✸



 ❤❡ ❛$$✉♠♣ ✐♦♥ d ≤ γ

2
qk − θk−1 − 3

2
✇❡ ❣❡ |B| ≤ 2θk + 2d + 2 ≤ (2 + γ)qk − 1✱ ✇❤❡♥❝❡ |K| ≤

(2 + γ)qn−k − qn−2k + 2θn−2k−1 ≤ (2 + γ)qn−k ≤ 2(qk + 1) + γqk✳

✸✳✷✳✸ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛+❡✱ n = 2k

■♥ ❜♦ ❤ ♦❢  ❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛$❡$✱ ✇❡ ❡♥❞❡❞ ✉♣ ✐♥ ❛ ♣5♦❥❡❝ ✐✈❡ $♣❛❝❡ ♦❢ ♦5❞❡5 n = 2k ✇❤♦$❡ ♣♦✐♥ $ ❛❞♠✐ ❛

♣5♦♣❡5 ❝♦❧♦5✐♥❣ ✇✐ ❤ 5❡$♣❡❝  ♦ k✲$♣❛❝❡$✱ ❛♥❞  ❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❝♦❧♦5 ❝❧❛$$❡$ ♦❢ $✐③❡ ❛ ❧❡❛$  ✇♦ ❢♦5♠ ❛

2✲❢♦❧❞ k✲❜❧♦❝❦✐♥❣ $❡ B ♦❢ $✐③❡ ❛ ♠♦$ |B| ≤ 2.2θk−4qk−1
♦♥  ❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ |B| ≤ 2(qk+1)+γqk

♦♥  ❤❡ ♦ ❤❡5 ❤❛♥❞✳ ▼♦5❡♦✈❡5✱ B ✐$ ❡✐ ❤❡5 ♥♦♥✲✇❡✐❣❤ ❡❞✱ ♦5  ❤❡ $❡ ♦❢ ♣♦✐♥ $ ✇✐ ❤ ✇❡✐❣❤ ♠♦5❡  ❤❛♥

♦♥❡ ✐$ ❛ $✉❜♣❧❛♥❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ❛ ♠♦$ k − 2✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦✐♥ $ ✐♥  ❤✐$ $✉❜♣❧❛♥❡ ❛5❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤  ✇♦✳ ■♥

❜♦ ❤ ❝❛$❡$✱ ♦✉5 ✐♥❞✐5❡❝ ❛$$✉♠♣ ✐♦♥ ❛$$✉5❡$  ❤❛  ❤❡5❡ ❡①✐$ 5❡❞ ❛♥❞ ❣5❡❡♥ ❡$$❡♥ ✐❛❧ ♣♦✐♥ $ ♦❢ ✇❡✐❣❤ 

♦♥❡✳ ❋5♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦5❦ ✐♥  ❤✐$ $❡  ✐♥❣ ♦♥❧②✱ $♦ ✇❡ 5❡$❡  ❤❡ ♥♦ ❛ ✐♦♥ ❛♥❞ ♦♠✐  ❤❡ ❜❛5$✳

❋♦5 ❢✉ ✉5❡ ♣✉5♣♦$❡$✱ ✇❡ ♥❡❡❞  ♦ ✜♥❞ ❛ ❤②♣❡5♣❧❛♥❡ H  ❤❛ ✐♥ ❡5$❡❝ $ B ✐♥ ❛ ♠♦$ 2.2θk−1 ♣♦✐♥ $ ❛♥❞

❝♦♥ ❛✐♥$ ❛❧❧ ♣♦✐♥ $ ♦❢ ✇❡✐❣❤  ✇♦ ✭✐❢  ❤❡5❡ ✐$ ❛♥②✮✳ ■❢ k = 1✱ ✇❡ ❛5❡ ❞♦♥❡ ✭♦ ❤❡5✇✐$❡ B ❜❧♦❝❦$ ❡✈❡5② ❧✐♥❡

♦❢ PG(2, q) ❛ ❧❡❛$  ❤5❡❡  ✐♠❡$✱ $♦ |B| ≥ 3(q + 1)✱ ❛ ❝♦♥ 5❛❞✐❝ ✐♦♥✮✳ ❙✉♣♣♦$❡ ♥♦✇ k ≥ 2✱ ❛♥❞ 5❡❝❛❧❧

|B| ≤ 2.2θk − 4qk−1
✳ ▲❡ U−2 ❜❡  ❤❡ (k − 2)✲$♣❛❝❡ ❝♦♥$✐$ ✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ♣♦✐♥ $ ♦❢ ✇❡✐❣❤  ✇♦ ♦5✱ ✐❢  ❤❡5❡

❛5❡ ♥♦ $✉❝❤ ♣♦✐♥ $✱ ❛♥ ❛5❜✐ 5❛5② (k − 2)✲$♣❛❝❡✳ ❆♠♦♥❣  ❤❡ θk+1 ❞✐$ ✐♥❝ (k − 1)✲$♣❛❝❡$ ❝♦♥ ❛✐♥✐♥❣

U−2✱  ❤❡5❡ ♠✉$ ❜❡ ♦♥❡✱ $❛②✱ U−1✱  ❤❛ ❝♦♥ ❛✐♥$ ♥♦ ♣♦✐♥ ♦❢ B \ U−2✱ ♦ ❤❡5✇✐$❡ |B| ≥ θk+1 > 2.2θk✱
❛ ❝♦♥ 5❛❞✐❝ ✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣  ❤❡ θk ❞✐$ ✐♥❝ k✲$♣❛❝❡$ ❝♦♥ ❛✐♥✐♥❣ U−1  ❤❡5❡ ♠✉$ ❜❡ ♦♥❡✱ $❛②✱ U0✱  ❤❛ 

❝♦♥ ❛✐♥$ ❛ ♠♦$  ✇♦ ♣♦✐♥ $ ♦❢ B \ U−1✱ ♦ ❤❡5✇✐$❡ |B| ≥ 3θk > 2.2θk✳ ❙✉♣♣♦$❡ ♥♦✇  ❤❛  ❤❡ (k + i)✲
$♣❛❝❡ Ui ❝♦♥ ❛✐♥$ ❛ ♠♦$ 2.2qi ♣♦✐♥ $ ♦❢ B \ Ui−1 ✭0 ≤ i ≤ k − 3✮✳ ❚❤❡♥ ❛♠♦♥❣  ❤❡ θk−i−1 ❞✐$ ✐♥❝ 

(k + i + 1)✲$♣❛❝❡$ ❝♦♥ ❛✐♥✐♥❣ Ui✱  ❤❡5❡ ♠✉$ ❜❡ ♦♥❡✱ $❛②✱ Ui+1✱  ❤❛ ❝♦♥ ❛✐♥$ ❛ ♠♦$ 2.2qi+1
♣♦✐♥ $

♦❢ B \ Ui✱ ♦ ❤❡5✇✐$❡ |B| > 2.2qi+1θk−i−1 = 2.2θk − 2.2θi > 2.2θk − 2.2θk−2 > 2.2θk − 4qk−1 ≥ |B|✱
❛ ❝♦♥ 5❛❞✐❝ ✐♦♥✳ ❚♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣5♦♣5✐❛ ❡ ❤②♣❡5♣❧❛♥❡ Uk−1✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠  ❤❛ ❛♠♦♥❣  ❤❡ θ1 = q + 1
❞✐$ ✐♥❝ (2k − 1)✲$♣❛❝❡$ ❝♦♥ ❛✐♥✐♥❣ Uk−2  ❤❡5❡ ✐$ ♦♥❡  ❤❛ ❝♦♥ ❛✐♥$ ❛ ♠♦$ 2.2qk−1 − 2θk−2 ♣♦✐♥ $

♦❢ B \ Uk−2✱ ♦ ❤❡5✇✐$❡ |B| >
(
2.2qk−1 − 2θk−2

)
(q + 1) = 2.2qk + 2.2qk−1 − 2(θk−1 − 1) − 2θk−2 =

2.2θk − 2θk−1 − 4.2θk−2 + 2 = 2.2θk − 2qk−1 − 6.2 qk−1−1
q−1

+ 2 > 2.2θk − 4qk−1 ≥ |B|✱ ❛ ❝♦♥ 5❛❞✐❝ ✐♦♥

✭✇❤❡5❡ ✇❡ ✉$❡ q ≥ 25✮✳ ❚❤✉$ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥ (n− 1)✲$♣❛❝❡ Uk−1 $✉❝❤  ❤❛ 

|B ∩ Uk−1| = |B ∩ U−2|+
k−1∑

i=0

|(B \ Ui) ∩ Ui+1| ≤ |B ∩ U−2|+ 2.2θk−2+

+2.2qk−1 − 2θk−2 ≤ 2θk−2 + 2.2θk−1 − 2θk−2 = 2.2θk−1.

❲❡ $❡ H = Uk−1  ♦ ❜❡  ❤❡ ❤②♣❡5♣❧❛♥❡ ✭❛ (2k − 1)✲$♣❛❝❡✮ ❛❞♠✐  ✐♥❣  ❤❡ ♣5♦♣❡5 ✐❡$ ❝❧❛✐♠❡❞✳ ❆♥❞5G

❬✶✸❪ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ❧② ❇5✉❝❦ ❛♥❞ ❇♦$❡ ❬✶✹✱ ✶✺❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠❡ ❤♦❞✱  ❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❆♥❞#$✲❇#✉❝❦✲

❇♦+❡ #❡♣#❡+❡♥.❛.✐♦♥✱ ❢♦5 5❡♣5❡$❡♥ ✐♥❣  5❛♥$❧❛ ✐♦♥ ♣❧❛♥❡$ ♦❢ ♦5❞❡5 qh ✇✐ ❤ ❦❡5♥❡❧ ❝♦♥ ❛✐♥✐♥❣ GF(q) ✐♥

 ❤❡ ♣5♦❥❡❝ ✐✈❡ $♣❛❝❡ PG(2h, q)✳ ■ ❛5✐$❡$ ❢5♦♠ ❛ $✉✐ ❛❜❧❡ (h− 1)✲$♣5❡❛❞ ♦❢  ❤❡ ❤②♣❡5♣❧❛♥❡ ❛ ✐♥✜♥✐ ②

✐♥ PG(2h, q)✳ ❚❤❡ ❛✣♥❡ ❧✐♥❡$ ♦❢  ❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛5❡ h✲❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧ $✉❜$♣❛❝❡$ ❝♦♥ ❛✐♥✐♥❣  ❤❡ (h− 1)✲$♣❛❝❡$
♦❢  ❤❡ (h − 1)✲$♣5❡❛❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥ $ ❝♦55❡$♣♦♥❞  ♦  ❤❡ ❡❧❡♠❡♥ $ ♦❢  ❤❡ $♣5❡❛❞✳ ❚❤✉$ ❛ ♣♦✐♥ $❡ 

✐♥ ❡5$❡❝ ✐♥❣ ❡✈❡5② h✲$♣❛❝❡ ②✐❡❧❞$ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ $❡ ✐♥  ❤❡ ♣❧❛♥❡ PG(2, qh)✳

■ ✐$ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥  ❤❛ ❛♥ ❛5❜✐ 5❛5② (k − 1)✲$♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞  ♦ ❛♥② ♦ ❤❡5 (k − 1)✲$♣❛❝❡ ✇✐ ❤

❛ $✉✐ ❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛5  5❛♥$❢♦5♠❛ ✐♦♥✳ ❇②  ❤❡ ♣5❡✈✐♦✉$ ♦❜$❡5✈❛ ✐♦♥$ ✇❡ ❝❛♥  ❛❦❡ ❛ (k − 1)✲$♣5❡❛❞ S ♦❢ H
✭✐✳❡✳✱ ❛ $❡ ♦❢ (k− 1)✲$♣❛❝❡$  ❤❛ ♣❛5 ✐ ✐♦♥ H✮ ✐♥ $✉❝❤ ❛ ✇❛②  ❤❛ ✐❢ V ❡①✐$ ✐ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥ ❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡

♦❢  ❤❡ $♣5❡❛❞ ❡❧❡♠❡♥ $✳ ▼♦5❡♦✈❡5✱  ❤✐$  5❛♥$✐ ✐✈✐ ② ♣5♦♣❡5 ② ❛❧❧♦✇$ ✉$  ♦ ❝❤♦♦$❡ $✉❝❤ ❛ ❉❡$❛5❣✉❡$✐❛♥

✭❛❧$♦ ❝❛❧❧❡❞ 5❡❣✉❧❛5✮ $♣5❡❛❞✱  ♦♦✳

✶✹



❘❡♠❡♠❜❡$ %❤❛% ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧$❡❛❞② ❛--✉♠❡❞ ♦♥ %❤❡ ❝♦♥%$❛$② %❤❛% B′
✱ %❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛$% ♦❢ B✱ ❝♦♥%❛✐♥-

$❡❞ ❛♥❞ ❣$❡❡♥ ❡--❡♥%✐❛❧ ♣♦✐♥%- ♦❢ ✇❡✐❣❤% ♦♥❡✳ ❇② ✉-✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼ ❛♥❞ %❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ H ♦♥❡ ❝❛♥ -❡❡

%❤❛% B′
♠✉-% ❤❛✈❡ ❜♦%❤ $❡❞ ❛♥❞ ❣$❡❡♥ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥%-✳ ■♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ -❤♦✇ %❤❛% %❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧

♣❛$% ♦❢ B ♠✉-% ❜❡ ♠♦♥♦❝❤$♦♠❛%✐❝ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉- ❛ ❝♦♥%$❛❞✐❝%✐♦♥✳
▲❡% ✉- ❞❡✜♥❡ ❛ ♣♦✐♥%✲❧✐♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ -%$✉❝%✉$❡ Π = Π(H,S) ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

• %❤❡ ♣♦✐♥%- ♦❢ Π ❛$❡ %❤❡ ♣♦✐♥%- ♦❢ PG(2k, q) \H ❛♥❞ %❤❡ ❡❧❡♠❡♥%- ♦❢ S❀

• ❢♦$ ❡❛❝❤ k✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ -✉❜-♣❛❝❡ U ♦❢ PG(2k, q) -✉❝❤ %❤❛% U ∩H ∈ S✱ %❤❡ -❡% (U \H)∪{U ∩H}
✐- ❝♦♥-✐❞❡$❡❞ %♦ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ Π✱ ❛- ✇❡❧❧ ❛- S❀

• ❛ ♣♦✐♥% ✐- ✐♥❝✐❞❡♥% ✇✐%❤ ❛ ❧✐♥❡ ✐❢ ✐% ✐- ❛♥ ❡❧❡♠❡♥% ♦❢ ✐%✳

❚❤❡♥ Π ✐- ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ %♦ ❜❡ ❛ ♣$♦❥❡❝%✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ♦$❞❡$ q̃ := qk ❜② %❤❡ ❆♥❞$F✲❇$✉❝❦✲❇♦-❡ $❡♣$❡-❡♥✲
%❛%✐♦♥✱ ❛♥❞ -✐♥❝❡ S ✐- ❛ ❉❡-❛$❣✉❡-✐❛♥ -♣$❡❛❞✱ %❤❡♥ Π ≃ PG(2, q̃)✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥-✐❞❡$ S ❛- %❤❡ ❧✐♥❡ ❛% ✐♥✜♥✐%② ✐♥ Π✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥% ♦❢ Π ✐- ❝❛❧❧❡❞ ✐❞❡❛❧ ♦$ ❛✣♥❡ ❛❝❝♦$❞✐♥❣

%♦ ✇❤❡%❤❡$ ✐% ✐- ♦♥ %❤❡ ✐❞❡❛❧ ❧✐♥❡ ♦$ ♥♦%✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✹✳ ❋!♦♠ $❤❡ ❝♦❧♦!✐♥❣ C ♦❢ PG(2k, q)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦❧♦!✐♥❣ C̃ ♦❢ $❤❡ ♣♦✐♥$3 ♦❢ Π ✐♥ $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

• ❋♦! ❛♥ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥$ P ♦❢ Π✱ ❧❡$ P ✐♥❤❡!✐$ ✐$3 ❝♦❧♦! ♥❛$✉!❛❧❧② ❢!♦♠ $❤❡ ❝♦❧♦!✐♥❣ C✳

• ❋♦! ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥$ S ∈ S✱ ✇❡ ❞✐3$✐♥❣✉✐3❤ $✇♦ ❝❛3❡3✳ ❖♥ $❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢ S ❢♦!♠3

❛ 3✐♥❣❧❡$♦♥ ❝♦❧♦! ❝❧❛33 ♦❢ C ✭✐✳❡✳✱ B∩S = ∅✮✱ $❤❡♥ ❧❡$ $❤❡ ❝♦❧♦! ♦❢ S ❜❡ $❤❡ ❝♦❧♦! ♦❢ ❛♥ ❛!❜✐$!❛!✐❧②

❝❤♦3❡♥ ♣♦✐♥$ ♦❢ S✳ ❖♥ $❤❡ ♦$❤❡! ❤❛♥❞✱ ✐❢ $❤❡!❡ ✐3 ❛ ❝♦❧♦! ❝❧❛33 ♦❢ C ♦❢ 3✐③❡ ❛$ ❧❡❛3$ $✇♦ ❝♦♥$❛✐♥✐♥❣
❛ ♣♦✐♥$ ♦❢ S ✭✐✳❡✳✱ B ∩ S 6= ∅✮✱ $❤❡♥ ❝♦❧♦! S ✇✐$❤ ❛ ❝♦❧♦! i 3✉❝❤ $❤❛$ Ci ∩ S 6= ∅✱ |Ci| ≥ 2✱ ❛♥❞
❢♦! ❛❧❧ j ∈ {1, 2, . . . , N} ✇❡ ❤❛✈❡ |Ci ∩ S| ≥ |Cj ∩ S|✳

◆♦%❡ %❤❛% C̃ ✐- ❛♥ N ✲❝♦❧♦$✐♥❣ ♦❢ Π %❤❛% ♠✐❣❤% ♥♦% ❜❡ -%$✐❝%✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ❋!♦♠ ❛ ✇❡✐❣❤$❡❞ ♣♦✐♥$ 3❡$ X ♦❢ PG(2k, q) ✇✐$❤ ✇❡✐❣❤$ ❢✉♥❝$✐♦♥ wX ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛

✇❡✐❣❤$ ❢✉♥❝$✐♦♥ w̃X ♦♥ $❤❡ ♣♦✐♥$3 ♦❢ Π ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

• ❋♦! ❛♥ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥$ P ♦❢ Π✱ ❧❡$ w̃X(P ) = wX(P ) ✐❢ P ∈ X ❛♥❞ w̃X(P ) = 0 ♦$❤❡!✇✐3❡✳

• ❋♦! ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥$ S ∈ S✱ ❧❡$ w̃X(S) = |S ∩ X| ✭❝♦✉♥$❡❞ ✇✐$❤ ✇❡✐❣❤$3❀ $❤❛$ ✐3✱ w̃X(S) =∑
P∈S wX(P )✮✳

❋♦! $❤❡ ♣♦✐♥$ 3❡$ X✱ X̃ ❞❡♥♦$❡3 $❤❡ ✇❡✐❣❤$❡❞ ♣♦✐♥$ 3❡$ ♦❢ Π ❝♦!!❡3♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ✇❡✐❣❤$ ❢✉♥❝$✐♦♥ w̃X

✭③❡!♦ ✇❡✐❣❤$ ♣♦✐♥$3 ❛!❡ ♥♦$ ❝♦♥3✐❞❡!❡❞ ❛3 ❡❧❡♠❡♥$3 ♦❢ X̃✮✳

❈♦♥-✐❞❡$ ♥♦✇ B̃ = B̃(C) ✭$❡❝❛❧❧ %❤❛% B ♠❛② ❜❡ ✇❡✐❣❤%❡❞✮✳ ■❢ S /∈ B̃✱ %❤❡♥ %❤❡ ♣♦✐♥%- ♦❢ S ❤❛✈❡

♣❛✐$✇✐-❡ ❞✐-%✐♥❝% ❝♦❧♦$- ✐♥ C ✭❛♥❞ ❛❧❧ ❛$❡ -✐♥❣❧❡%♦♥-✮✳ ■❢ S ∈ B̃ ✐- ♦❢ ✇❡✐❣❤% ♦♥❡✱ %❤❡♥ %❤❡ ❝♦❧♦$ ♦❢ S ❛%
C̃ ✐- %❤❡ -❛♠❡ ❛- %❤❡ ❝♦❧♦$ ♦❢ %❤❡ ✉♥✐M✉❡ ♣♦✐♥% ✐♥ S ∩ B ❛% C✳ ❲❡ $❡♠❛$❦ %❤❛% ❢♦$ %❤❡ ✉♥✐♦♥ B(C̃) ♦❢
❝♦❧♦$ ❝❧❛--❡- ♦❢ -✐③❡ ❛% ❧❡❛-% %✇♦ ♦❢ C̃ ✐♥ Π✱ B(C̃) ⊆ B̃✱ ❜✉% ❡M✉❛❧✐%② ❞♦❡- ♥♦% ❢♦❧❧♦✇ ✐♠♠❡❞✐❛%❡❧② ❢$♦♠
%❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥-✳ ■♥ %❤❡ -❡M✉❡❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦$❦ ✇✐%❤ B̃ ✉-✐♥❣ %❤❡ ♣$♦♣❡$%② %❤❛% ❡✈❡$② ❧✐♥❡ ♦❢ Π ✐♥%❡$-❡❝%-

✐% ✐♥ ❛% ❧❡❛-% %✇♦ ❡M✉✐❝♦❧♦$❡❞ ♣♦✐♥%-✱ ②❡% ✇❡ ♠❛❦❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ -❧✐❣❤%❧② -%$♦♥❣❡$ ♦❜-❡$✈❛%✐♦♥✳

✶✺



 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✶✻✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦&✐♥❣ C̃ ✇✐+❤ +❤❡ ✇❡✐❣❤+ ❢✉♥❝+✐♦♥ w̃B ✐. ❛ ♣&♦♣❡& ✇❡✐❣❤+❡❞ ❝♦❧♦&✐♥❣ ♦❢ Π❀
+❤❛+ ✐.✱ ❡✈❡&② ❧✐♥❡ ♦❢ Π ❝♦♥+❛✐♥. .♦♠❡ ♣♦✐♥+. ♦❢ +❤❡ .❛♠❡ ❝♦❧♦& ✇❤♦.❡ ✇❡✐❣❤+. ❛❞❞ ✉♣ +♦ ❛+ ❧❡❛.+ +✇♦✳

8&♦♦❢✳ ▲❡" U ❜❡ "❤❡ k✲&♣❛❝❡ ♦❢ PG(2k, q) ❝♦,,❡&♣♦♥❞✐♥❣ "♦ ❛ ❧✐♥❡ ℓ ♦❢ Π✱ ❛♥❞ ❧❡" S = U ∩ H✳ ■❢

w̃B(S) ≥ 2✱ ✇❡ ❛,❡ ❞♦♥❡✳ ■❢ w̃B(S) ≤ 1 ✭✇❤❡♥❝❡ {P,Q} 6⊂ S ❢♦❧❧♦✇&✮✱ "❤❡♥✱ ❛& C ✐& ♣,♦♣❡,✱ U ❝♦♥"❛✐♥&

"✇♦ ❞✐&"✐♥❝" ♣♦✐♥"& ♦❢ "❤❡ &❛♠❡ ❝♦❧♦, ✇✐"❤ ,❡&♣❡❝" "♦ C✱ &❛②✱ P ❛♥❞ Q❀ ♥♦"❡ "❤❛" {P,Q} ⊂ B✳ ■❢ ❜♦"❤
P ❛♥❞ Q ❛,❡ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥"& ✭✇❤✐❝❤ ✐& "❤❡ ❝❛&❡ ✐❢ w̃B(S) = 0✮✱ "❤❡♥ ✇❡ ❛,❡ ❛❧&♦ ❞♦♥❡✳ ❙✉♣♣♦&❡ ♥♦✇

P ∈ S✱ Q /∈ S ❛♥❞ w̃(S) = 1✳ ❚❤❡♥✱ ❛& P ✐& "❤❡ ✉♥✐?✉❡ ♣♦✐♥" ♦❢ S ∩ B✱ "❤❡ ❝♦❧♦, ♦❢ S ❛" C̃ ✐& "❤❡

&❛♠❡ ❛& "❤❡ ❝♦❧♦, ♦❢ P ❛" C✱ ❛♥❞ &♦ S ❛♥❞ Q ❛,❡ "✇♦ ♣♦✐♥"& ♦❢ ℓ ❤❛✈✐♥❣ "❤❡ &❛♠❡ ❝♦❧♦, ❛" C̃✳

■" ✐& ❝❧❡❛, ❢,♦♠ ❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✸✳✶✺ "❤❛" B̃ ❛♥❞ B̃′
✭"❤❛" ✐&✱ "❤❡ ✇❡✐❣❤"❡❞ ♣♦✐♥" &❡" ✐♥ Π ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢,♦♠

B′
✮ ❛,❡ ✇❡✐❣❤"❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ &❡"& ✐♥ Π ♦❢ &✐③❡ ✭"♦"❛❧ ✇❡✐❣❤"✮ |B̃| = |B| ❛♥❞ |B̃′| = |B′|❀ ❤♦✇❡✈❡,✱

B̃′
♠❛② ♥♦" ❜❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡" B̂ ❜❡ "❤❡ ✉♥✐?✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤"❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ &❡" ❝♦♥"❛✐♥❡❞ ✐♥ B̃

✭❝❢✳ ❘❡&✉❧" ✷✳✻✮❀ "❤❡♥ B̂ ⊂ B̃′
❢♦❧❧♦✇&✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✶✼✳ ■❢ B̂ ✐. ♠♦♥♦❝❤&♦♠❛+✐❝ ❛+ C̃✱ +❤❡♥ C ✐. +&✐✈✐❛❧✳

8&♦♦❢✳ ❈❧❡❛,❧②✱ |B̂| ≥ 2(q̃ + 1) = 2qk + 2✳ ❙✉♣♣♦&❡ "❤❛" ❡❛❝❤ ♣♦✐♥" ♦❢ B̂ ✐&✱ &❛②✱ ❣,❡❡♥ ❛" C̃✳ ❆& B̂ ✐&

♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡❛❝❤ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥" S ∈ B̂ ❤❛& ✇❡✐❣❤" ❛" ♠♦&" "✇♦ ✭"❤❡ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥"& ♦❢ B̂ ❤❛✈❡ ✇❡✐❣❤" ❡①❛❝"❧②

♦♥❡✮✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥" S ∈ B̂ ❛& ❛ (k− 1)✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ &✉❜&♣❛❝❡ ✐♥ PG(2k, q) ♠✉&" ❝♦♥"❛✐♥ ❛" ❧❡❛&" ♦♥❡
❣,❡❡♥ ♣♦✐♥" ✭✇✐"❤ ,❡&♣❡❝" "♦ C✮✳ ❇② "❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ H ✇❡ ❦♥♦✇ "❤❛" |B′ ∩H| ≤ 2.2θk−1✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡ B′

❝♦♥"❛✐♥& ❛" ❧❡❛&" |B̂| − 2.2θk−1

2
≥ 2qk + 2 − 1.1θk−1 ❣,❡❡♥ ♣♦✐♥"&✳ ❲❡ ,❡❝❛❧❧ ♦✉, ❣❡♥❡,❛❧ ❛&&✉♠♣"✐♦♥&

|B′| ≤ |B| ≤ 2.2θk − 4qk−1
❛♥❞ &✉♣♣♦&❡ "♦ "❤❡ ❝♦♥",❛,② "❤❛" C ✐& ♥♦" ",✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡♥ B′

❝♦♥"❛✐♥&

❛ ♣♦✐♥" "❤❛" ✐& ♥♦" ❣,❡❡♥ ❜✉"✱ &❛②✱ ,❡❞✳ ❆& B′
✐& ♠✐♥✐♠❛❧✱ "❤✐& ,❡❞ ♣♦✐♥" ✐& ❡&&❡♥"✐❛❧ ❛♥❞ &✐♠♣❧❡

"❤✉& ▲❡♠♠❛ ✸✳✼ ❝❧❛✐♠& "❤❛" "❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ,❡❞ &✐♠♣❧❡ ♣♦✐♥"& ✐& ♠♦,❡ "❤❛♥ 3qk − |B′|✱ ✇❤❡♥❝❡❢♦,"❤
|B′| > 2qk + 2− 1.1θk−1 + 3qk − |B′|✱ "❤❛" ✐&✱ |B′| ≥ 2.5qk − 0.55θk−1 ❢♦❧❧♦✇&✱ ❛ ❝♦♥",❛❞✐❝"✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡

B′
✐& ❛❧❧ ❣,❡❡♥✱ "❤✉& C ✐& ",✐✈✐❛❧✳

❇② R,♦♣♦&✐"✐♦♥ ✸✳✶✼✱ ✐" ✐& ❡♥♦✉❣❤ "♦ &❤♦✇ "❤❛" B̂ ✐& ♠♦♥♦❝❤,♦♠❛"✐❝✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞♦ "❤✐& ❛❧♦♥❣ "❤❡ &❛♠❡

♠❛✐♥ ✐❞❡❛& ❛& ✐♥ ❬✶✱ R,♦♣♦&✐"✐♦♥ ✸✳✶✹❪❀ ❤♦✇❡✈❡,✱ "❤❡ ✐❞❡❛& ♠✉&" ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❛♣"❡❞ "♦ "❤❡ ♣,❡&❡♥❝❡ ♦❢

✇❡✐❣❤"&✳ ❲❡ ♥❡❡❞ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✽✳ ▲❡+ P ∈ B′ \H✳ ❚❤❡♥ P ✐. ❡..❡♥+✐❛❧ ❢♦& B̃′
✐♥ Π❀ ❝♦♥.❡;✉❡♥+❧②✱ P ∈ B̂✳

8&♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦&❡ "♦ "❤❡ ❝♦♥",❛,②✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡,② ❧✐♥❡ ♦❢ Π "❤,♦✉❣❤ P ✐♥"❡,&❡❝"& B̃′
✐♥ ❛" ❧❡❛&" "❤,❡❡ ♣♦✐♥"&

✭✇✐"❤ ,❡&♣❡❝" "♦ w̃B′
✮✳ ❚❤✐& ②✐❡❧❞& "❤❛" ❢♦, ❡✈❡,② S ∈ S✱ "❤❡ k✲&♣❛❝❡ 〈P, S〉 ♦❢ PG(2k, q) ✐♥"❡,&❡❝"& B′

✐♥ ❛" ❧❡❛&" "❤,❡❡ ❛♥❞ "❤✉&✱ ❜② ❘❡&✉❧" ✷✳✼✱ ✐♥ ❛" ❧❡❛&" p + 2 ♣♦✐♥"&✳ ❆& "❤❡ qk + 1 ❞✐&"✐♥❝" k✲&♣❛❝❡& ♦❢
❢♦,♠ 〈P, S〉✱ S ∈ S✱ ♣❛✐,✇✐&❡ ✐♥"❡,&❡❝" ✐♥ P ♦♥❧②✱ ✇❡ ❣❡" 2.5qk ≥ |B| ≥ |B′| ≥ (p + 1)(qk + 1) + 1✱ ❛
❝♦♥",❛❞✐❝"✐♦♥✳

❇② ♦✉, ✐♥❞✐,❡❝" ❛&&✉♠♣"✐♦♥ ✇❡ ❦♥♦✇ "❤❛" B′
❝♦♥"❛✐♥& ❜♦"❤ ,❡❞ ❛♥❞ ❣,❡❡♥ &✐♠♣❧❡ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥"&✳ ❇②

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✽ ❛♥❞ "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ C̃ ✇❡ &❡❡ "❤❛" B̂ ❛❧&♦ ❝♦♥"❛✐♥& ❜♦"❤ ,❡❞ ❛♥❞ ❣,❡❡♥ ❛✣♥❡ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡

&✐♥❣❧❡✮ ♣♦✐♥"&✳

■❢ "❤❡,❡ ❛,❡ ♦"❤❡, ❝♦❧♦, ❝❧❛&&❡& ✐♥ C ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ ♠♦,❡ "❤❛♥ "✇♦ ♣♦✐♥"&✱ ,❡♣❧❛❝❡ "❤❡✐, ❝♦❧♦, ❜② ,❡❞✳

■♥ "❤✐& ✇❛② ✇❡ ♦❜"❛✐♥ ❛ ♥♦♥",✐✈✐❛❧ ♣,♦♣❡, ❝♦❧♦,✐♥❣ C ′
&✉❝❤ "❤❛" B̃(C) = B̃(C ′)❀ "❤✉& ✐" ✐& ❡♥♦✉❣❤ "♦

,❡&",✐❝" ♦✉, ❛""❡♥"✐♦♥ ❢♦, ❝♦❧♦,✐♥❣& ❛❞♠✐""✐♥❣ ♦♥❧② "✇♦ ❝♦❧♦, ❝❧❛&&❡& ♦❢ &✐③❡ ♠♦,❡ "❤❛♥ ♦♥❡✳ ❚❤❡♥ "❤❡

✶✻



♣♦✐♥$% ♦❢ B̂ ❛(❡ ❛❧%♦ ❡✐$❤❡( (❡❞ ♦( ❣(❡❡♥ ❛♥❞ ❜♦$❤ ❝♦❧♦(% ❛❝$✉❛❧❧② ♦❝❝✉( ✐♥ $❤❡ ❛✣♥❡ ♣❛($✳ ❉❡♥♦$❡ $❤❡

%❡$ ♦❢ (❡❞ ♣♦✐♥$% ♦❢ B̂ ❜② B̂r ❛♥❞ $❤❡ %❡$ ♦❢ ❣(❡❡♥ ♦♥❡% ❜② B̂g✳

❘❡❝❛❧❧ $❤❛$ |B| = |B̃| ≤ 2(q̃ + 1) + γq̃ ❢♦( %♦♠❡ γ ≤ 1
10
✱ ❛♥❞ ❧❡$ ✉% ✇(✐$❡ X = γq̃✳ ❇② ❘❡%✉❧$ ✷✳✼✱

❡✈❡(② ❧✐♥❡ ♠❡❡$% B̂ ✐♥ 2 (mod pe) ♣♦✐♥$%✱ ✇❤❡(❡ e ≥ 1 ✐% $❤❡ ❧❛(❣❡%$ ✐♥$❡❣❡( ❢♦( ✇❤✐❝❤ $❤✐% ♣(♦♣❡($②

❤♦❧❞%✳ ❲(✐$❡ |B̂| = 2(q̃+1)+ c✳ ◆♦$❡ $❤❛$ %✐♥❝❡ B̂ ✐% ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ %❡$ ✐♥ Π✱ ❡✈❡(② ♣♦✐♥$

♦❢ ✐$ ❤❛% ✇❡✐❣❤$ ❛$ ♠♦%$ $✇♦❀ ♠♦(❡♦✈❡(✱ ❜② ✐$% ❞❡✜♥✐$✐♦♥✱ ❛❧❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥$% ♦❢ B̂ ❛(❡ ♦♥ $❤❡ ✐❞❡❛❧ ❧✐♥❡✳

■$ ✐% ❡❛%② $♦ %❡❡ $❤❛$ ✐❢ P ∈ B̂ ✐% ❛ %✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥$✱ $❤❡♥ $❤❡(❡ ❛(❡ ❛$ ❧❡❛%$ q̃ + 1− q̃+c

pe
❜✐%❡❝❛♥$% $❤(♦✉❣❤

✐$ ❛♥❞ ✐❢ P ✐% ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥$✱ $❤❡♥ $❤❡(❡ ❛(❡ ❛$ ❧❡❛%$ q̃+1− 2q̃+c

pe
❜✐%❡❝❛♥$% $❤(♦✉❣❤ ✐$✳ ■❢ P ∈ B̂ ✐% ❛♥

❛✣♥❡ %✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥$✱ $❤❡♥ ❛$ ❧❡❛%$ q̃ + 1− q̃+c

pe
− (X − c) ♦❢ $❤❡ ❜✐%❡❝❛♥$% $❤(♦✉❣❤ P $♦ B̂ ❛(❡ ❜✐%❡❝❛♥$%

$♦ B̃ ❛% ✇❡❧❧✳ ❙✐♥❝❡ C̃ ✐% ♣(♦♣❡(✱ $❤❡ ♣♦✐♥$% ♦♥ $❤❡%❡ ❜✐%❡❝❛♥$% ♠✉%$ ❤❛✈❡ $❤❡ %❛♠❡ ❝♦❧♦( ❛% P ✳ ❆%

$❤❡(❡ ❛(❡ ❜♦$❤ (❡❞ ❛♥❞ ❣(❡❡♥ ❛✣♥❡ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ %✐♥❣❧❡✮ ♣♦✐♥$% ♦❢ B̂✱ ✇❡ ✜♥❞

|B̂r| ≥ (q̃ + 2)− q̃ + c

pe
− (X − c), ✭✹✮

|B̂g| ≥ (q̃ + 2)− q̃ + c

pe
− (X − c), ✭✺✮

✇❤✐❝❤ ❛❧%♦ ✐♠♠❡❞✐❛$❡❧② ❣✐✈❡%

|B̂r| = |B̂| − |B̂g| ≤ 2(q̃ + 1) + c−
(
q̃ + 2− q̃ + c

pe
− (X − c)

)
= q̃ +

q̃ + c

pe
+X. ✭✻✮

❖✉( ❛✐♠ ♥♦✇ ✐% $♦ %❤♦✇ $❤❛$ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦❧♦( ❝❧❛%%❡%✱ %❛②✱ $❤❡ (❡❞ ❝❧❛%%✱ ❝♦♥$❛✐♥% ❡✈❡♥ ♠♦(❡ ♣♦✐♥$%

$❤❛♥ ✇❤❛$ ✇❛% %❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛ ❧♦✇❡( ❜♦✉♥❞ ♦♥ |B̂| ❧❛(❣❡ ❡♥♦✉❣❤ $♦ ❣❡$ ❛ ❝♦♥$(❛❞✐❝$✐♦♥✳

❚♦ $❤✐% ❡♥❞ ✇❡ ✇❛♥$ $♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛✣♥❡ %✐♥❣❧❡ (❡❞ ♣♦✐♥$ ✐♥ B̂ $❤❛$ ❤❛% ♠❛♥② ♥♦♥✲❜✐%❡❝❛♥$ ❧✐♥❡% $❤(♦✉❣❤

✐$ ♦♥ ✇❤✐❝❤ $❤❡(❡ ❛(❡ ♠♦(❡ (❡❞ ♣♦✐♥$% $❤❛♥ ❣(❡❡♥✳

❋♦( ❛ ❧✐♥❡ ℓ ♦❢ Π✱ ❧❡$ nℓ = |ℓ ∩ B̂|✱ nr
ℓ = |ℓ ∩ B̂r|✱ ng

ℓ = |ℓ ∩ B̂g|✳ ❈❧❡❛(❧②✱ nr
ℓ + ng

ℓ = nℓ ❤♦❧❞% ❢♦(

❛❧❧ ❧✐♥❡ ℓ✳ ❲❡ ❞❡♥♦$❡ $❤❡ ❛✣♥❡ ♣❛($ ♦❢ B̂ ❜② B̂a
❛♥❞ ❢♦( ❛ ❧✐♥❡ ℓ ❞✐✛❡(❡♥$ ❢(♦♠ S✱ ❞❡✜♥❡ n̄ℓ✱ n̄

r
ℓ ✱ n̄

g
ℓ

%✐♠✐❧❛(❧② ❛% ❛❜♦✈❡ ❜✉$ ✇✐$❤ (❡%♣❡❝$ $♦ B̂a
✳ ❆❣❛✐♥✱ n̄r

ℓ + n̄g
ℓ = n̄ℓ ❤♦❧❞% ❢♦( ❡✈❡(② ❛✣♥❡ ❧✐♥❡ ℓ✳ ❈❧❡❛(❧②✱

nℓ − 2 ≤ n̄ℓ ≤ nℓ ❛❧%♦ ❤♦❧❞%✳ ❲❡ (❡❝❛❧❧ ❘❡%✉❧$ ✷✳✼ ❛♥❞ pe ≥ 3✳ ❖❜%❡(✈❡ $❤❛$ ✐❢ n̄ℓ = 0✱ $❤❡♥ ℓ ♠✉%$
♠❡❡$ $❤❡ ✐❞❡❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ B̂❀ ✐❢ n̄ℓ = 1✱ $❤❡♥ ℓ ♠✉%$ ♠❡❡$ $❤❡ ✐❞❡❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ ❛ %✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥$

♦❢ B̂❀ ❛♥❞ ✐❢ n̄ℓ = 2✱ $❤❡♥ ℓ ♠✉%$ ♠❡❡$ $❤❡ ✐❞❡❛❧ ❧✐♥❡ ♦✉$%✐❞❡ ♦❢ B̂✳ ❆❧%♦✱ n̄ℓ > 2 ⇔ nℓ > 2✳ ▲❡$ ✉%

❞❡♥♦$❡ $❤❡ %❡$ ♦❢ %✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥$% ♦❢ S ❜② S1
❛♥❞ S2

✱ (❡%♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❲✐$❤ $❤❡%❡ ♥♦$❛$✐♦♥% ♦♥❡

❝❛♥ ✜♥❞ $❤❡ ✐♥❡Q✉❛❧✐$✐❡%

∑

ℓ∈L\ℓ∞, n̄ℓ=1

n̄ℓ ≤ |S1|q̃ ❛♥❞

∑

ℓ∈L\ℓ∞, n̄ℓ=2

n̄ℓ ≤ 2 · (q̃ + 1− |S1| − |S2|)q̃.

❈❧❡❛(❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∑
ℓ∈L\ℓ∞ n̄ℓ = |B̂a| · (q̃ + 1)✳ ▲❡$ ∆ = |S1|+ 2|S2| = |B̂| − |B̂a|✳ ❚❤❡♥

∑

ℓ∈L\ℓ∞, nℓ>2

n̄ℓ =
∑

ℓ∈L\ℓ∞, n̄ℓ>2

n̄ℓ =
∑

ℓ∈L\ℓ∞

n̄ℓ −


 ∑

ℓ∈L\ℓ∞, n̄ℓ=1

n̄ℓ +
∑

ℓ∈L\ℓ∞, n̄ℓ=2

n̄ℓ


 ≥

≥
∑

ℓ∈L\ℓ∞

n̄ℓ − q̃(2q̃ + 2−∆) = (2(q̃ + 1) + c−∆)(q̃ + 1)− q̃(2q̃ + 2−∆) =

✶✼



= (c+ 2)q̃ + (c+ 2−∆).

❲❡ ✇✐❧❧ %❡❢❡% '♦ ❛ ❧✐♥❡ ℓ ❛+ ❛ ❧♦♥❣ +❡❝❛♥' ✐❢ nℓ > 2 ❤♦❧❞+✳ ▲❡' Lr
❜❡ '❤❡ +❡' ♦❢ ❛✣♥❡ ❧♦♥❣ +❡❝❛♥'+

✇✐'❤ n̄r
ℓ > n̄g

ℓ ❀ ❞❡✜♥❡ Lg
❛♥❞ L=

❛♥❛❧♦❣♦✉+❧②✳ ❲✐'❤♦✉' ❧♦++ ♦❢ ❣❡♥❡%❛❧✐'② ✇❡ ♠❛② ❛++✉♠❡ '❤❛'∑
ℓ∈Lr n̄r

ℓ ≥
∑

ℓ∈Lg n̄
g
ℓ ✱ '❤❡%❡❢♦%❡

(c+ 2)q̃ + (c+ 2−∆) ≤
∑

ℓ∈L\ℓ∞, nℓ>2

n̄ℓ =
∑

ℓ∈Lr

(n̄r
ℓ + n̄g

ℓ) +
∑

ℓ∈Lg

(n̄r
ℓ + n̄g

ℓ) +
∑

ℓ∈L=

(n̄r
ℓ + n̄g

ℓ) ≤

≤
∑

ℓ∈Lr

2n̄r
ℓ +

∑

ℓ∈Lg

2n̄g
ℓ +

∑

ℓ∈L=

2n̄r
ℓ ≤

∑

ℓ∈Lr∪L=

4n̄r
ℓ .

❲❡ ❝❛❧❧ ❛♥ ❛✣♥❡ ❧♦♥❣ +❡❝❛♥' ℓ ✇✐'❤ n̄r
ℓ ≥ n̄g

ℓ ❛♥ ❛❧♠♦+' %❡❞ ❧✐♥❡✳ ❋%♦♠ '❤❡ ❧❛+' ✐♥❡;✉❛❧✐'② ✇❡ ❣❡' '❤❛'

'❤❡%❡ ✐+ ❛ %❡❞ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥' P ∈ B̂r +✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❛❧♠♦+' %❡❞ ❧✐♥❡+ '❤%♦✉❣❤ P ✐+ ❛' ❧❡❛+'

(c+ 2)q̃ + (c+ 2−∆)

4|B̂a
r |

≥ (c+ 2)q̃ + (c+ 2−∆)

4|B̂r|
,

✇❤❡%❡ B̂a
r ✐+ '❤❡ ❛✣♥❡ ♣❛%' ♦❢ B̂r✳

❇② '❤❡ t (mod p) %❡+✉❧' ✭❘❡+✉❧' ✷✳✼✮ ✇❡ ❦♥♦✇ '❤❛' ❢♦% ❛ ❧♦♥❣ +❡❝❛♥' ℓ✱ nℓ ≥ pe + 2 ❛♥❞ +✐♥❝❡
nℓ − 2 ≤ n̄ℓ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ '❤❛' n̄

r
ℓ + n̄g

ℓ ≥ pe ❢♦% ❛❧❧ ❧♦♥❣ +❡❝❛♥'+✳ ❍❡♥❝❡✱ +✐♥❝❡ P ✐+ ❛♥ ❛✣♥❡ +✐♥❣❧❡

%❡❞ ♣♦✐♥'✱ ❛♥② ❛❧♠♦+' %❡❞ ❧♦♥❣ +❡❝❛♥' '❤%♦✉❣❤ P ❝♦♥'❛✐♥+ ❛' ❧❡❛+' pe

2
− 1 %❡❞ ♣♦✐♥'+ ♦❢ B̂ ❞✐✛❡%❡♥'

❢%♦♠ P ♦♥ ✐' ✭❝♦✉♥'❡❞ ✇✐'❤ ✇❡✐❣❤'+✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' '❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ %❡❞ ♣♦✐♥'+ ❧♦❝❛'❡❞ ♦♥ '❤❡

❜✐+❡❝❛♥'+ '❤%♦✉❣❤ P ✭✹✮ ❛♥❞ ❛❧+♦ '❤❡ ✉♣♣❡% ❜♦✉♥❞ ✭✻✮ ♦♥ B̂r✱ '❤✐+ ②✐❡❧❞+

(q̃ + 2)− q̃ + c

pe
− (X − c) +

(c+ 2)q̃ + (c+ 2−∆)

4|B̂r|
·
(
pe

2
− 1

)
≤ |B̂r| ≤ q̃ +

q̃ + c

pe
+X.

❘❡❛%%❛♥❣✐♥❣ '❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡;✉❛❧✐'② ❣✐✈❡+

2X +
2(q̃ + c)

pe
− c− 2 ≥ (c+ 2)q̃ + (c+ 2−∆)

4|B̂r|
·
(
pe

2
− 1

)
.

❋%♦♠ ❘❡+✉❧' ✷✳✼ ✇❡ ❦♥♦✇ '❤❛' c+ 2 ≥ q̃

pe+1
− 1✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ '❤✐+ ❛♥❞ ❛❧+♦ |B̂r| ≤ q̃ + q̃+c

pe
+X ✇❡ ❣❡'

2X +
2(q̃ + c)

pe
− q̃

pe + 1
+ 1 ≥

(
q̃

pe+1
− 1

)
q̃ +

(
q̃

pe+1
− 1−∆

)

4 ·
(
q̃ + q̃+c

pe
+X

) ·
(
pe

2
− 1

)

▲❡' ✉+ ✇%✐'❡ X = γq̃ ❛❣❛✐♥✳ ▼✉❧'✐♣❧②✐♥❣ ❜♦'❤ +✐❞❡+ ✇✐'❤ '❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛'♦% ♦❢ '❤❡ %✐❣❤' ✭♥♦'❡
'❤❛' '❤✐+ ✐+ +✉%❡❧② ❛ ♣♦+✐'✐✈❡ ♥✉♠❜❡%✮ ❛♥❞ ❛%%❛♥❣✐♥❣ ❡✈❡%②'❤✐♥❣ '♦ '❤❡ ❧❡❢' +✐❞❡ ✇❡ ❣❡' '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❞✉❡ '♦ ❛ ❧❡♥❣'❤② ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥✿

q̃2pe
(
−1 + 16γ + 16γ2

)
+ 2q̃p2e + q̃2

(
10 + 40γ + 16γ2

)
+

q̃2

pe
(24 + 32γ)+

q̃c (16 + 32γ) + 16
q̃2

pe
+ q̃pe (6 + 8γ) +

q̃c

pe
(40 + 32γ) + q̃ (16 + 8γ)+

32
q̃c

p2e
+ 16

c2

p2e
+ 16

c2

pe
+ 8c+ 8

q̃

pe
+ 8

c

pe
− 2− 2∆ + 2p2e + 2∆p2e ≥ 0

✭✼✮

✶✽



■❢ pe = q̃✱ #❤❡♥ ❡✈❡(② ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐. ♥♦# ❛ 2✲.❡❝❛♥# #♦ B̂ ✐. ❝♦♥#❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡#❡❧② ✐♥ B̂ ✭❛♥❞ #❤❡ ✐❞❡❛❧

♣♦✐♥# ♦❢ ✐# ❤❛. ✇❡✐❣❤# #✇♦✮ .✐♥❝❡ #❤❡ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥#. ❛(❡ .✐♥❣❧❡ ♦♥❡. ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣♦✐♥# ❤❛. ✇❡✐❣❤# ❛#

♠♦.# #✇♦✳ ❍❡♥❝❡ ✐❢ #❤❡(❡ ❡①✐.#. ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥# ✐♥ #❤❡ ✐❞❡❛❧ ❧✐♥❡ #❤❡♥ B̂ ❤❛. #♦ ❜❡ #❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ #✇♦

❝♦♠♣❧❡#❡ ❧✐♥❡. ❛♥❞ ♦#❤❡(✇✐.❡ ❡✈❡(② ❧✐♥❡ ✐. ❛ 2✲.❡❝❛♥# #♦ B̂✳ ■♥ #❤❡ ✜(.# ❝❛.❡ ✇❡ ❣❡# ❛ ❝♦♥#(❛❞✐❝#✐♦♥

✇✐#❤ ?(♦♣♦.✐#✐♦♥ ✸✳✾ ❛♥❞ ✐♥ #❤❡ ❧❛##❡( ❝❛.❡ ✇❡ ❣❡# #❤❛# #❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❧✐♥❡. ❤❛. #♦ ❜❡ ❡B✉❛❧ #♦

(|B̂|
2

)
✱

❜✉# ♥♦✇ |B̂| = 2(q̃ + 1)✳ ❍❡♥❝❡ pe = q̃ ✐. ♥♦# ♣♦..✐❜❧❡✳

■❢ pe < q̃✱ #❤❡♥ #❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ #❡(♠ ✐♥ ❡①♣(❡..✐♦♥ ✭✼✮ ✐. q̃2pe (−1 + 16γ + 16γ2)✳ ■❢ γ ✐. ❝❤♦.❡♥ .♦

#❤❛# −1 + 16γ + 16γ2 < 0 ❛♥❞ q ❛♥❞ pe ❛(❡ ❧❛(❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ #❤❡♥ #❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ #❡(♠ ♦✈❡(✢♦✇. #❤❡

(❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡.✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡# ❛ ❝♦♥#(❛❞✐❝#✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ #❤❛# ♦✉( ❝♦❧♦(✐♥❣ C ♠✉.# ❜❡ #(✐✈✐❛❧✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ✐. ♥❡❣❛#✐✈❡ ✐❢

1
γ
> 8+4

√
5 ≈ 16, 944 ❜✉# #❤❡♥ #❤❡ (❡♠❛✐♥✐♥❣ #❡(♠. ❝❛♥ ❜❡ B✉✐#❡ ❧❛(❣❡✳

❚❤✉. ❛# #❤✐. ♣♦✐♥# ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ (❛#❤❡( ❛(❜✐#(❛(② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ #❤❡ ♣❛(❛♠❡#❡(. ✐♥ ♦✉( ❧✐❦❡. ❛♥❞✱ ✐♥ ❝❛.❡

.♦♠❡♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛ ❞✐✛❡(❡♥#❧② .❡# (❡.✉❧#✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛ (❡♠❛(❦ ♦♥ #❤❡ ♦#❤❡( ♣♦..✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡.✳

▲❡# ✉. ❝♦♥.✐❞❡( #❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛#✐✈❡ ❡①♣(❡..✐♦♥ ♦♥ #❤❡ ❧❡❢# .✐❞❡ ♦❢ ✭✼✮ ❛. ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ f = f(q̃, pe, γ, c,∆)✳
❈❧❡❛(❧②✱ f ✐. ✐♥❝(❡❛.✐♥❣ ✐♥ c✱ ∆ ❛♥❞ γ✳ ❇② #❤❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥. ♦❢ ∆ ❛♥❞ c ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛#❡❧② .❡❡ #❤❛#

∆ ≤ 2(q̃ + 1) ❛♥❞ c ≤ X = γq̃✱ #❤✉. g(q̃, pe, γ) := f(q̃, pe, γ, γq̃, 2(q̃ + 1)) ≥ 0 ❢♦❧❧♦✇.✳ ▲❡# ✉. ♥♦✇ ✜①

#❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ = 1
100

✳ ◆♦✇ p2e · g
(
q̃, pe, 1

100

)
=

(6q̃+6)p4e+

(
−524

625
q̃2 +

152

25
q̃

)
p3e+

(
6603

625
q̃2 +

304

25
q̃ − 6

)
p2e+

(
25453

625
q̃2 +

202

25
q̃

)
pe+

201

625
q̃2 ≥ 0.

❙✐♥❝❡ pe 6= q̃✱ ✇❡ ❦♥♦✇ #❤❛# pe ≤ q̃

p
❤♦❧❞.✱ ❛♥❞ ♦♥ #❤❡ ♦#❤❡( ❤❛♥❞✱ ❢(♦♠ ❘❡.✉❧# ✷✳✼ ❛♥❞ |B̃| ≤

2(q̃ + 1) + γq̃ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ #❤❛# pe ≥ q̃

γq+3
− 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐. ❡B✉✐✈❛❧❡♥# #♦ pe ≥ 99 − 30000

q̃+300
✳ ❙✐♥❝❡

❚❤❡♦(❡♠ ✶✳✽ (❡B✉✐(❡. q̃ ≥ 239 ❛♥❞ p ≥ 11✱ ✇❡ ♠❛② ✐♥❝(❡❛.❡ #❤❡ #❡(♠. ✇✐#❤ ♣♦.✐#✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥#. ❜②

❝❤❛♥❣✐♥❣ pe #♦

q̃

11
♦( ❜② ♠✉❧#✐♣❧②✐♥❣ ✇✐#❤

q̃

239
✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝(❡❛.❡ #❤❡ #❡(♠. ✇✐#❤ ♥❡❣❛#✐✈❡

❝♦❡✣❝✐❡♥#. ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ pe #♦ 47✱ .✐♥❝❡ q̃ ≥ 239 ✐♠♣❧✐❡. pe ≥ 99− 30000
239+300

≈ 43, 341✱ ✇❤❡♥❝❡ pe ≥ 47✳

❲✐#❤ #❤❡.❡ #❤(❡❡ ❡❧❡♠❡♥#❛(② ♦❜.❡(✈❛#✐♦♥. ♦♥❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡( ❜♦✉♥❞ p2e · g(q̃, pe, 1
100

) ≤

(6q̃ + 6)p3e · q̃

11
+

(
−524

625
q̃2 +

152

25
q̃

)
p3e +

(
6603

625
q̃2 +

304

25
q̃ − 6

)
p2e +

(
25453

625
q̃2 +

202

25
q̃

)
pe +

201

625
q̃2

=

(
−2014

6875

)
p3eq̃2 +

1822

275
p3eq̃ +

6603

625
p2eq̃2 +

304

25
p2eq̃ − 6p2e +

25453

625
peq̃2 +

202

25
peq̃ +

201

625
q̃2

≤
(
−2014

6875

)
p3eq̃2 +

1822

275
p3e

q̃2

239
+

6603

625
p2eq̃2 +

304

25
p2eq̃ − 6p2e +

25453

625
peq̃2 +

202

25
peq̃ +

201

625
q̃2

=

(
− 435796

1643125

)
p3eq̃2 +

6603

625
p2eq̃2 +

304

25
p2eq̃ − 6p2e +

25453

625
peq̃2 +

202

25
peq̃ +

201

625
q̃2

≤
(
− 435796

1643125

)
p2eq̃2 · 47 + 6603

625
p2eq̃2 +

304

25
p2eq̃ − 6p2e +

25453

625
peq̃2 +

202

25
peq̃ +

201

625
q̃2

=

(
−4997

2629

)
p2eq̃2 +

304

25
p2eq̃ − 6p2e +

25453

625
peq̃2 +

202

25
peq̃ +

201

625
q̃2

≤
(
−4997

2629

)
peq̃2 · 47 + 304

25
pe

q̃2

11
− 6p2e +

25453

625
peq̃2 +

202

25

q̃2

11
+

201

625
q̃2

=

(
−78054538

1643125

)
peq̃2 − 6p2e +

7261

6875
q̃2 ≤

(
−78054538

1643125

)
· 47q̃2 − 6p2e +

7261

6875
q̃2

= −3666827907

1643125
q̃2 − 6p2e < 0,

✶✾
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1
γ
> 8 + 4

√
5 ≈ 16.944 ♠✉+' ❤♦❧❞✳ ■♥ '❤✐+ ✇❛②✱ ♦♥❡ ♠❛② ❣❡' '❤❡

❝♦♥❝❧✉+✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦2❡♠ ✶✳✽ ✉♥❞❡2 '❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥+ δ ≤ 1
40
qk − θk−1 − 3

2
✭'❤❛' ✐+ γ = 1

20
✮ ❛♥❞ p ≥ 151

✭❤❡2❡ '❤❡ ❛✉'♦♠❛'✐❝ ❧♦✇❡2 ❜♦✉♥❞ qk ≥ p2 ✐+ ❡♥♦✉❣❤✮✱ ♦2 δ ≤ 1
100

qk− θk−1− 3
2
✭'❤❛' ✐+✱ γ = 1

50
✮✱ p ≥ 17

❛♥❞ qk ≥ 479✱ ❢♦2 ❡①❛♠♣❧❡✳
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