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Bevezetés

Az extremalis grafelméletben nem ritka jelenség, hogy az extrém graf véges
geometriakhoz kapcsolddik. Altalanosan ismert példa-anentes grafok esete,
ahol a kérdés az, hogy hany éle lehet eggsucsu, négy hosszu kért nem tar-
talmaz6 grafnak. Nem nehéz bizonyitani egy deltecslést, amil a projektiv
sikokbdl nyert polaritas-graf konstrukcié mutatja, hogy aszimptotikusan éles. FU-
redi azt is belatta, hogy ha egy négyszégmentes graf csicsszama megegyezik egy
g-adrend( projektiv sik pontszamaval, akkor legfeljebb annyi éle lehet, mint a
projektiv sik polaritas-grafjanak; mi tébb, egyéség esetén a graf ténylegesen
egy projektiv sik polaritas-grafja.

Lényegében ugyanennek a problémanak egy valtozata Zarankiewicz egy dol-
gozataban is megtalélhaté) azt kérdezte, hany egyes lehet egy n-es0 — 1
marixban, ha nincs benme t-es csupa egy részmatrix. A kérdés természetes atfo-
galmazasa, hogy hany éle lehet dgy;-t nem tartalmazo paros grafnak, melynek
mindkét csucsosztalydbancsucs van. Ennek = 2 esetében a projektiv sikok
illeszkedési gréafjai adjak az extrém példat.

A K,;-mentes grafok élszamattari, T. S6s és Turan becsilték meg; az
s =t = 3 esetben a becslés kitge Brown véges affin terekre égikonstruk-
cioja alapjan pontos. Kollar, Ronyai és Szabd, ha nem is véges geometriai, de
véges testekre épitkonstrukcidja mutatja, hogy > ¢! + 1 esetén a Kvari-

T. S6s-Turan becslés aszimptotikusan éles.

Ebben a dolgozatban olyan regularis grafokat keresiink, melyek fakege
eléirt. Karteszi vetette fel a probléméat: legkevesebb hany cslcsa lehét- egy
regularis,g béségli grafnak? vette észre, hogy a hab®égii esetben a leldet
legkevesebb csucsu grafok pontosan a projektiv sikok illeszkedési grafjai; altala-
ban ag = 2n esetre a legkisebb példat az altalanositeszogek adjak. Nem is-
mert viszont, hogy mi az igazsag akkor, ha nincs projektiv sik vagy altalanositott
n-sz0g. Jo altalanos fédecslést adni(k, g)-re nagyon nehéz. A dolgozatban



el6szor attekintjuk az ismert also és felsecsléseket, kis kitekintéssel a Moore
grafok kérdéskorére, majd kilon foglalkozunk néhany specialis esettel. Az al-
talanositottn-szégek segitségével adunk ismert és Uj konstrukciokat, medyekb
erds, aszimptotikusan pontos féleecslések nyerhétk. Kiemelten foglalkozunk
a projektiv sikok részeként@llo konstrukciok vizsgalataval. A dolgozatban sze-
repld konstrukcidk sok esetben az ismert — néha szamitogéppel talalt — legjobb
példat adjak.

Ezdton szeretném megkdszonni témavéxetek, Gacs Andrasnak sok farado-
zasat, otleteit és batoritasat, valamind®a Tamasnak alkalmi hozzaszélasait.
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1. A(k,g)-grafokrol altalanosan

(k, g)-grafnak neveziink egy:-reguléris,g bdségl (egy grabéségea benne

talalhato legrovidebb kor hossza) egyszer(i grafot. Eszrevéve, hogy a legkisebb
(3,5)-graf a Petersen graf, Karteszi Ferenc 1959-ben felvetette a kérdést, hogy

legkevesebb hany csucson adhgtdg)-graf. Az sem nyilvanvald, hogy egyal-
talan Iétezik-e minder, g szamparrdk, g)-graf. Erre a valasz pozitiv, konstruk-
ciot elbszor Erds és Sachs adott [7]-ben.

1.1. Tétel. (Erdbs-Sachs, 1963)etszbleges, g (kK > 2,9 > 3) szamok esetén
letezik(k, g)-graf.

BizoNYITAs. Az egyértelm{(2, g)-graf ag hosszisagu ké¢,,, tovabba & + 1
csucsu teljes graf szolgéltatja a legkisebb példas)-grafra. A bizonyitasban
kettds indukci6t alkalmazunlg-re ésk-ra. Egy (k,g)-graf (& > 3,9 > 4)
konstrualasahoz tegyuk fel tehat, hogy rendelkezésiinkre allhegyiicsuG,
(k — 1, g)-gréf és egyG, (n, g — 1)-graf. Osszuk fel7; minden pontjat. pontra
agy, hogy mindegyikdl egy él induljon ki, majd minden felosztoit csucsra a
v-hez tartozé Ujn darab csucsot feleltessik med-a graf n darab csucsanak.
Az igy kapottG graf nyilvanvaléark-regularis. Vegytink most egy kort G-ben.
Ha C teljesen a&;-nek valamely példanydban halad, akkor legalgbinssza.
Ha C' cslcsaiG1-nek legaldbb ket példanyabdl kertilnek ki, hizzuk dsszé'a

grafot az eredet(sy, graffd. A C élhalmazabol az 6sszehlzas utan megmaradé

élek tartalmaznak kort, ami legalalgb— 1 hosszusagu, mivek, boségeg — 1

volt. MasrésziC éleibdl legaldbb egyet pontta zsugoritottunk az 6sszehuzaskor,

hiszenC' a GG1-nek legalabb két példanyan athalad, viszont ha bél¢ggyik
példanyabol egy masikba, onnan kizarolagbeli élen tud tovabbhaladni. Végul
is az derUlt ki, hogyC-nek legalably éle van, ennélfogvé egy (k, g)-graf. m

Miutan a Iétezés bizonyitast nyert, mindgng) parra értelmes cél a legkisebb
(k, g)-graf csucsszamanak meghatarozasa. Jetdlieg) a lehed legkevesebb
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csucsUk, g)-graf pontjainak szamat. Ak, g) csucsszamik, g)-grafokatcage
eknek nevezzuk. Az é¥0 tételldl adodik egy felé becslés(k, g)-re, de tal nagy,
hiszen példaul ma(3, 4)-re 20 pontu grafot ad, pedig3,4) = 6 (a K33 teljes
paros graf3 + 3 csucson adja a példat). M@t a fel becslések targyalasaba
kezdenénk, bizonyitunk egy egyszerl alsé becslésy)-re.

1.2. Tétel. (Moore-korlat)

(k. g) > T+ k+k(k—1)+-+k(k—1)"% 1, ha g paratlan
c ) — g9 s
g 204+ (k-1 + (k—1)*4+---+ (k—1)271), hag paros.

B1zONYITAS. Legyen ebszorg paratlan. Vegyink egy tetSlegesv csucsot.
Jeldlje av-t6l i tAvolsagra led pontok halmazal;. Ha: < % semely két
u # v, u,v € V;_; pont nem szomszédos, se nem lehet koz6s szomsizédgn,
maskulénben volna a grafban legfeljebb< ¢ — 1 hosszlsagu kor. EBbés a
regularitasbol lathato, hogy < i < &1 -re|V;| = k(k — 1)1, amildl az allitott
becslést nyerjuk.

Legyen mosy paros. Vegyink két szomszédos csucsdteso-t. JeldljeV; a
v-t0l 4, u-tol pedigi + 1 tavolsagra elhelyezkédontok halmazat; definialjul;-t
hasonloképpen ésv szerepének felcserélésével. A paratlan eset gondolatmenetét
kévetve azt kapjuk, hogy < i,j < 4 — 1 eseténV;| = |U;| = (k — 1)', és az
U;, V; halmazok paronként diszjunktak. Eila kivant egyeridltlenség adodike

Jel6ljecy(k, g) a most bizonyitott alsé becslés értékét. Természeteseddivet
kérdés, hogy mindig elérhie a Moore-korlat: vajon teljesil-e minden esetben
c(k,g) = co(k,g)? Hoffman és Singleton megmutattak, hogy= 5-re csak
k = 2,3,7,57 esetén érhétel a Moore-korlat. Az efs harom esetben van kon-
strukcio is: a(2,5)-cage az 0tszdg, 6,5)-cage a Petersen-graf 10 ponton, a
(7,5)-cage pedig a Hoffman-Singleton graf 50 ponton, tehat ezek mindegyike
co(k,g) cstcst. Ak = 57 eset maig tisztazatlan. Ay(k, g) Moore-korlattal
egyed csucsszam(k, g)-grafokat nevezzikioore grafnak (Megjegyzem, nem
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teljesen egységes a szakirodalom: némely cikkek csak a paréagagi esetben
beszélnek Moore gréafrél.) Hoffman és Singleton belatték azt is, hdgys, a

(3,5) és a(7,5)-cage egyértelm, tovabba igazoltak, hogy hét hosszlusagu koéron
kivul nincs mas hétaségl Moore graf. Damerell, é8l& fligetlenil Bannai és

Ito 1973-ban bizonyitottak, hogy paratlaGdegii Moore graf csak = 3, illetve

g = b esetén létezhet; e kérdéskorben tehat csadsa csucsu57-regularis,s
bbségl graf létezése nyitott.

Vizsgaljuk meg a parosdségil esetet. Tételezzik fel, hogy létezik= 2n
bbséglik-regularis Moore graf. Vilagos, hogy ha két pont tavolsaga n, akkor
csak egym hosszlusagu ut van kdzottlik, mert nincs a grafparl rovidebb kor.
Barmely két pont tavolsaga legfeljelly mert ha az egyik pont, legyenu egy
tetsdleges szomszédja, és rajzoljuk fel a grafotuags av cstcsokbol indulva
agy, mint a Moore-korlat bizonyitasanal. Ugyanazt az abréat kell kapjuk, csak
azU,_; ésV,_, kozti élek mibenléte nem tisztazott, de az most érdektelen. Jol
lathat6, hogy-t6l barmely csucs legfeljebb tavolsagra helyezkedik el. Lathaté
tovabba az is, hogy vamntdl n tavolsagra led cslcs, nevezeteséh _; elemei.

A csucsokat felvaltva két szinnel szinezve egy paros grafot kapunk; nevezzik
ki a v szinosztalyat csucsoknak, azzinosztalyat egyeneseknek. Mondjuk azt,
hogy egyP pont illeszkedik egy egyenesre, ha a grafb@hése szomszéedosak.
igy kaphatunk paros grafbdl illeszkedési struktarat, és forditvas ha(P, £,T)
eqgy tetspleges illeszkedési strukturd,illeszkedési grafjamzt a(P, L, E') paros
grafot értjuk, melybenp,l) € E <= pZl. A 2n bdségl Moore grafok
tehat specialis illeszkedési struktirdk grafjainak felelnek meg; ezek az illeszke-
dési strukturak aaltalanositottn-szogekozé tartoznak.

1.3. Definici6. Egy (P, L, Z) illeszkedési strukturabanésy tavolsagaaz a leg-
kisebbn, melyre létezike = z¢Z21Z ... T2, 1Zx, = y l&nc. A tavolsag
jele szokasos médatix, y). Ez a tAvolsag ugyanaz, mint a struktura illeszkedési
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grafjaban a megfelel6 csucsok tavolsaga.

1.4. Definicio. Egy (P, L,Z) illeszkedési strukturaltalanositott:-sz6g ha az
alabbi harom axiéma teljesul benne:

1. P U L barmely két elemének tavolsaga legfeljebb
2. Yx e PUL Iy e PUL: d(z,y) =n.

3. Vo,y € PUL, d(x,y) = m < n esetén csak egy darab hosszu lanc
vezetr ésy kozott.

Azt lattuk tehéat, hogy &-regularis 2n bdségli Moore grafok olyan specialis al-
talanositott.-szdgek, melyekben minden ponfra&gyenes, és minden egyenesre
k pont illeszkedik. Minden ,hagyomanyosi-sz6g persze altalanositottszog
is, azonban Feit és Higman 1964-es tétele alapjan asak 2,3, 4,6, 8 esetén
lehetséges mas példat adni; tovabba altalanositott nyolcszdg illeszkedési matrixa
nem lehet regularis, tehat nincsemegularis, 16 bségli Moore graf, ha> 3.

Az altalanositott kétszogek a teljes paros grafok, hiszen egy pont és egy egyenes
tavolsaga mindenképpen paratlan, de harom nem lehét é&léma), tehat egy
kell legyen; magyaran szélva barmely pont illeszkedik barmely egyenesre. A
regularis altalanositott kétszogek, azaz a néagelgli Moore grafok &, ;. teljes
paros grafok.

Az éltalanositott hdromszogekre a 3. axibma azt mondja ki, hogy barmely
két kulonbdd pontnak létezik egyértelmi 6sszek@gyenese, mivel tavolsaguk
ketth (mert paros, nemnulla és legfeljebb harom). Ugyanigy, barmely két egye-
nesnek létezik egyértelmi metszéspontja. Végeredményben azt kaptuk, hogy az
altalanositott haromszdgek — esetleg elfajuld — projektiv sikok. Ismeretes, hogy
mindenq primhatvanyra létezilg rendi projektiv sik, #G(2, ¢); a primhatvany-
sejtés pedig azt mondja ki, hoggakprimhatvany rend( projektiv sikok Iéteznek,
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de ez a kérdés jelenleg még neitcel. Mindenesetre azt elmondhatjuk, hogy
hagq primhatvany, akkor & + 1, 6) cage-ek Moore grafok. Ismert tovabb4a, hogy
primhatvanyy-ra léteznek olyan altalanositott négy- és hatszégek, melyek illesz-
kedési grafjdq+1)-reguléris, és igy Moore graf; vagyisg+1, g) = co(q+1, g),

hag = 6,8, 12.

A cage-ek meghatarozasa tehat a limdgl esetben eldéntené a primhatvany-
sejtést, de ezen felul is érdékiés mutatkozik:(k,g) meghatarozdsara, azaz a
legkisebb(k, g) graf(ok) megtalalasara. A feikorlatok attekintése étt 6ssze-
hasonlitdsképpen idézzlk fel a Moore-korlatot zart alakban:

g—1

%, hag paratlan
C(kug) Z CO(kvg) =
g
2(k—1)2 -2 .
%, hag péros.

Wong 1982-es [11] 6sszefoglald cikke a cageétlaz alabbi altalanos feds
becslést ismerteti, mint az akkori legjobbat:

1.5. Tétel. (Sauer, 1967)

e Hag paratlan,k > 4 eseténre(k, g) < 2(k—1)972, ésc(3,9) < 2329241,

e Hag péros,k > 4 esetén(k, g) < 4(k —1)972, ésc(3,g) < 222972 + 2,

Ez a fel® becslés a Moore-korlatnak durvan a négyzete. Ennél jobbat ad a kdvet-
kezb eredmény a [9] cikkf:

1.6. Tétel. (Lazebnik-Ustimenko-Woldar, 1997)Legyerk > 2,9 > 5ésq > k
péaratlan primhatvany. Ekkor

c(k, g) < 2kq19,

ahola = 4, &, 7. 13 rendre attél figg6en, hogy=0,1,2,3 (mod 4).
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Ez koérllbelll az als6 becsl%ik hatvanya (nagy-re), figyelembe véve azt a
kozismert tényt, hogy tetéfegess > 0-ra elegenden nagyk esetén van prim

k és(1 + )k kozott, primhatvany plane. A szélk ezt az eredmeényt egy véges
testek segitségével konstrudlt graf részgrafjait vizsgalva kaptak, nem konstruk-
tiv médon. Adtak explicit konstrukciokat ig:, g)-grafokra. Ezek csdcsszama
nagyobb a bizonyitottnal, de az 1.5. tételben adotbfélsrlat alatt marad. A
tovabbiakban néhany esettel fogunk klon foglalkozni.

2. A hat b6ségu eset

Specialisan(k, 6)-grafokra az 1.6. tétel a(k,6) < 2kq becslést adja, ahol
q > k paratlan primhatvany, anmdb — a Moore-korlat figyelembe vételével —
c(k,6) ~ 2k* kaphat6. Ez azonban nem Uj eredmény: Brown mar 1967-ben tet-
sdleges; > k primhatvanyra konstruatt:qg méretli(k, 6) grafot ag-adrend pro-
jektiv sik illeszkedési grafjabadl (Id. [6]). Tovabb finomitja:@, 6)-ra vonatkozo
becsléseket a 2006-0s [1] cikk, melyben a saknrzges testek segitségével min-
denk-ra konstrudltakkq cstcsik, 6)-grafot, k = g-ra2(q® — 1) cstcs(g, 6)-
grafot (¢ > k primhatvany mindenhol); tovabbéa e@yb, 6)-grafot 462, és egy
(16, 6)-grafot 504 csucson. Egy sejtésik kdvetkezménye volna, hogy altalaban
q > k négyzetszam esetén adhat6 legfeljehlbq — (¢ — k) (Vg + 1) — /1)
csucsu(k, 6)-graf, &m csaly = 4,9, 16-ra ellerorizték és talaltédk igaznak a sej-
tést, feltehdien szamitogépek segitségével; @hp = 16-ra ésk = 15, 16-ra
alkalmazva kapjuk az utébbi két grafot. A kdvetkekben véges geometriai kon-
strukciokat adunKk, 6) grafokra, és ezzel altalanosan igazoljuk &zélbecslé-
seket, az utolsot az emlitett sejtés raeéisével; tovabba a vonatkozé véges pro-
jektiv geometriai kérdést taglaljuk.



2. AHATBOSEQJESET 9
2.1. Konstrukciok projektiv sikbol

Mint lattuk, ag-adrendi projektiv sik illeszkedési grafja Moore graf. Ennek
a grafnak a regularis részgrafjait szeretnénk megvizsgalni. Ezek természetesen
paros, legalabb hatéiségii grafok lesznek. Altalaban nem haszontalan meg-
vizsgalni az ismert Moore grafok regularis részgréafjait, hiszen példgukas
esetben az 50 cslcgi, 5)-cage (a Hoffman-Singleton graf, ami Moore graf)
részgrafjaként kaphaté meg mind@5)-cage 40 csucson, mind edy, 5)-cage
30 csucson [11]. Ay szam mostantél tetéieges, egynél nagyobb természetes
szamot jeldl, kivéve, ha a szbvegkornyezetéb¥n 2, ) szerepel; ekkoy alatt
primhatvanyt értink.

Vegylnk egy tetsdlegesqg-adrendl projektiv sikot, jeldlj@ és L a pont-, il-
letve egyeneshalmazat. Az illeszkedési grafjanak®egy- P, £, C L pontok
altal feszitett részgréfja pontosan akkor legz 1 —t)-reguléris, ha &, = P\ P,
Ly = L\ L, jeldlésselP; minden pontjan at pontosardarab egyenes halath-
bdl, ésL£; minden egyenesére pontodattarab pont illeszkedi®,-bol.

2.1. Definicio. A fenti tulajdonsaguiP,, L,) parokat nevezzikjo struktaranak.

Mindent-jo (Py, Lo) péar eseténiPy| = |Ly|, hiszen komplementereilC, ésP;
reguldris paros grafot feszitenek, ez = ¢*+q¢+1—|P1| = ¢*+q+1—|L4| =
|Lo|. Igy a projektiv sik illeszkedési grafjabol egyo (P, Lo) par elhagyasaval

= q+ 1 —t fokszdm02(¢* + ¢ + 1 — |Po|) cstcsu grafot kapunk. Ettmo-
tivalva t-j6 (Py, Lo) parokat szeretnénk konstrualni. Eme halmazok elemeire a
~2dobjuk ki”, komplementereikre pedig a ,bennmarad” kifejezéssel és szinonimai-
val fogunk hivatkozni.

LegyenP tetsdleges pont. AP-re illeszked egyenesek egyrétlien fedik a sik
P-t6l kulonb6d pontjait, magyaramdket elhagyvaP kivételével minden pont-
rél egy egyenest hagytunk el. Hasonléan, éggyenes pontjai mindehtdl
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kulonbdd egyenest pontosan egy pontban metszenek,@taithato, hogyP, =
{QeP:QellU{P}, Lo={ee€ L: P e e}U{i} 1-j6 rendszert alkot. Vegylk
észre, hogy itt két esetet killénboztethetlink meg attolGagghogyP € [ vagy
P ¢ 1. Az el esetbenP,| = |Ly| = ¢ + 1, a masodikbafPy| = |Lo| = ¢ + 2.

Ezt a gondolatmenetet altalanositando, vegyBnk= { Py, P, ..., P,} alap-
pontokat ésC, = {li,1ls,...,l;} alapegyeneseket, és vizsgaljuk meg, hogy az
alapegyenesek és az alappontokra illesbkaglyenesek, illetve az alappontok és
az alapegyenesekre illeszKedontok mikor alkotnak-jo struktirat. LegyenP
bennarado6 pont. RélaBP;(1 < i < t) 0sszekdh egyeneseket hagytuk el. Ez
pontosan akkor jelentidarab egyenes elhagyasat,a P,P;(1 <i < j <t),
azaz az alappontokat 6sszakégyenesek dsszes pontjat el kellett hagynunk. Ez
t < ‘1;—1 esetén kizarolag ugy lehetséges, hg R, 0sszekd egyenes az alap-
egyenesek valamelyike, ugyanis egy¢ L, egyenesil legfeljebb 2t pontot
hagyhattunk el;P, pontjait ése-nek azL 4 egyeneseivel vett metszéspontjait.
Ugyanigy, az alapegyenesek metszéspontjainak az alappontok kdzul kell kikertl-
nidk. Egy sz6, mint szaz;P, L) az 6rokolt illeszkedéssel olyan illeszkedési
struktlra, melyben barmely két pontnak létezik egyértelmi dsszalgitenese,
és barmely két egyenesnek létezik egyértelm metszéspontja. Megkullénbozte-
tink harom esetet.

1. Nincs harom altalanos helyzetl pdhj-ban. Ekkor az alappontok mind-
egyike egy rogzitett alapegyenesre esik, az alapegyenesek mindegyike atha-
lad egy rogzitett alapponton.

2. Van harom, de nincs négy altalanos helyzetl patban. Ekkor az illesz-
kedési strukturank degeneralt linearis tér.

3. Van négy altalanos helyzetl poRt-ban. Ekkor(P4, £ 4) projektiv sik, az
eredeti sik részsikja.
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Ebbol kiindulva konstrualunk néhanyjé strukturat, majd megadunk tovabbi kon-
strukciokat is.

1. konstrukcié. Legyenl; egyenes e’ ra illeszked6 pontp,, ..., P, t — 1
darab P,;-t0l kilonbdz6 pont;-en, i, ..., I, t—1 darabl;-tol kiilobnb6z6 egyenes
Pi-en at. Dobjuk ki aZ; egyenesek 0sszes pontjat é®;gontokra illeszkedd
Osszes egyenegt < i < t).

Vegyunk egye € L; egyenest.e metszi mindegyiki; egyenest 1-1 pontban,
tehat pontosah pontot dobtunk ki réla. Ha pedi§ € P,, akkor a ra illeszkedl
egyenesek kozll &t P;-vel 6sszekdl egyeneseket dobtuk ki, szintén pontosan
darabot. igyP, ésL, teljesitik a feltételeket, és mivéP,| = tq + 1, a maradék
struktura illeszkedési gréfjgy + 1 — t)-regularis2 (¢*> — (t — 1)q) ponton. Ez a
konstrukcié6 talalhaté meg Brown cikkében ([6]).

Vegyik észre, hogy a konstrukcio ugy is megfogalmazhaté, hogy egy affin sik-
bdl kidobunk egyeneseknékparhuzamossagi osztalyat, valamint az egyik osz-
talybolt — 1 darab teljes egyenest.

2. konstrukcié. Legyenl egyenes é$? ¢ [, P,,...,P € [. Dobjuk kil
0sszes pontjat és az 0sszese illeszkedd egyenest, tovabb&Papontokra il-
leszkedd egyeneseket, éB-4 P;-vel sszekotd egyenesek pontjait ¢ < ¢).

A megmaradt egyenesek semelyikt nem tartalmazzak, de egy-egy pontban
metsziki-et és aP, P; 0sszekdh egyenesekdR < i < t), mig a megmaradt pon-
tokrdl ¢ (az Oket valamelyP;-vel (1 < i < t) 6sszekdd) egyenest dobtunk Ki.

Pol =1+ (q+ 1)+ (t—1)(q—1) = tq—t + 3, igy a kapott grafqg + 1 — t)-
regularis2(¢®> + ¢ + 1 — t(¢ — 1) — 3) ponton.

Vegyik észre, hogy a konstrukcio ugy is megfogalmazhaté, hogy egy affin sik-
bél kidobjuk egy pontjat és az arra illeszKedsszes egyenest, valamint kijelol-
juk az egyeneseknekparhuzamossagi osztalyat, és kihajitjuk az azokhoz tartozé
0sszes egyenest, illetve a kijelolt ponton athalad6 egyeneseiknek dsszes pontjat.
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Megjegyzés.Hat = 2, az 1. és a 2. konstrukcié egybeesik.

3. konstrukci6. Vegylnk egy renddS részsikot. Dobjuk ki a& pontjaira il-
leszkedd 6sszes egyenest, valamin$ agyeneseire illeszkedd pontokat a nagy
sikbal.

Egy bennmaradP ponton athalado egyenesek 0 vagy 1 pontban met$zik
et, ezértP-rél s> + s + 1 egyenest dobtunk ki, &-t az S pontjaival 6sszekdt
egyeneseket. Egy bennmaradigyenes elkerulb-et, ésS egyenesei kiulonbdz
pontokban metszik-et, hiszenS egyeneseS-en belll metszik egymast, tehéat
[-r6l s*> + s + 1 pontot dobtunk ki, igy egys® + s + 1)-j6 struktarat nyertiink.
Osszességében arészsik s+1 pontjat, tovabba a részsik egyeneseire illeséked
(s> + s+ 1)(qg + 1 — (s + 1)) darabS-en kiviili pontot hagytuk el, azd®,| =
(q—s+1)(s*+s+1)=q(s>+s+1)— (s —1)(s> + s + 1). A kapott graf
q — s(s + 1)-reguléris é2(q* — s(s + 1)q + s*) pontja van.

A fenti szamolas ellentmondasosnak tliniksha /g (ami Baer-részsik esetén
eléfordulhat), hiszen akkor egy nulla pontu, g@-regularis grafot kéne kapnunk,
ami persze lehetetlen. Az ellentmondas abbdl fakad, hogy feltételeztiik, hogy van
bennmarado pont. A szamolas korrekt, amennyiben van bennmaradé pont, és
ekkort = s> + s+ 1 < ¢+ 1 miatt s> + s < ¢. Altalabang? — s(s + 1)q +
s* > 0 kell legyen, s ezért < ,/g; des* + s > ¢ csak Ugy lehet, ha nincsen
bennmarado pont, azaz= ,/q. Ez utobbi esetben minden egyenest kidobtunk,
azaz a részsik minden egyenest metsz, vagyis lefogd. Azt kaptuk tehéat, hogy egy
g-adrend( projektiv sik-edrendlsS részsikjaras < ,/q, €s has = /g, akkor
S lefogo; tovabba, ha < /g, akkors* + s < ¢, ésS nem lefogé. Ez Bruck
tétele. Grafkonstrukcié szempontjabol mindsaz /g, mind azs® 4+ s = ¢ eset
érdektelen. Ismeretes, hogy= p* esetén mindep | a-ra vanPG(2, q)-nakp?
rendl részsikja, minek segitségével konkrét grafokat nyerhetiink.

Megjegyzés.Ha azS projektiv sik degeneralt, akkor a 3. és a 2. konstrukciok
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ugyan azt adjak.

4. konstrukcio. (g paratlan) Legyent = &21 legyenekP, . .., P, kilonb6z6
pontok valamely egyenesen. Legyeh, egyl-re nem illeszkedd pont. Dobjuk
kia P, (0 < i < t) pontokra illeszkedd egyenesekiepontjait, valamint azon
Py-n athalad6 egyenesek pontjait, melyedt P;-t6l kilonb6z6 ponban metszik
(1<i<t),

Egy bennmaradt egyeneg-et P;-t6l kiilonb6 pontban metsZil < i <t) és
elkeruli P-t, tehat rolat = q;—l pontot hagytunk el. Egy bennmaragdtpontrdl a
P, osszekd egyeneseket dobtuk ki < i < t), amit darabot tesz ki. Ossze-
szamolvdPy| = 1 4+ g 41 = tg+ 1+ 1 = CH253 tehat az ily médon nyert
graf (1+)-regularis ég® — 1 pontja van.

5. konstrukci6. (g négyzetszam)ismeretes, hogy ha négyzetszam, akkor
PG(2,q) felbomlikq — /g + 1 darab diszjunkt Baer-részsik/q rendi részsik
unigjara. Vegyuk ezt a Baer-részsik felbontast, és dobjukdirab (diszjunkt)
Baer-részsik dsszes pontjat, valamint az éz@aer-részsikhoz tartozé egyenese-
ket.

Egy tetsbleges egyenes egy Baer-részsikat + 1 pontban metsz, a tobbit
érinti, hiszen ha egy egyenes egy Baer-részsikot legalabbdedkkor /g + 1
pontban metsz, tovdbba minden Baer-részsik lefog6; tehathdarab Baer-
részsikot metsz/q + 1 pontban, akkot pontjainak szamay+1 = k (\/a + 1) +
(¢—vVa+1—k)=(k—1)/q+q+ 1, tehatk = 1. Egy B Baer-részsikoz
tatoz6 egyeneseken @t ,/q + 1 pontban metsz egyeneseket értjik. A benn-
maradt egyenesek minden részsikot pontosan egy pontban metszenek, igy roluk
pontot dobtunk ki. Egy tetéteges3 Baer-részsikhoz tartoz6 egyenesek a siknak
a részsikon kivll éspontjait egyrétlien fedik, hiszen minden pontot legfeljebb
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egyszer fedhetnek le (mert kBthez tartozé egyends-n belll metszi egymast),
ennélfogva(q + /g + 1)(¢ — /@) = ¢* — /4 = ¢* + ¢ + 1 — | B| fedett pont
van a részsikon kivil, azaz minden pontot lefedtiink. Ezek szerBaar-részsik
egyenesei a megmaradé pontokaétiien fedik. It = t(¢ + /g + 1), igy a
kapott gréaf(q + 1 — t)-regularis2(¢* + ¢ + 1 — t(¢ + /g + 1)) ponton.

Megjegyzés.Az 1. és 2. példaban latott grafra talalhaté mas, bar — amennyiben a
projektiv sik véges testre épitett — lenyegében a fentiekkel ekvivalens konstrukcio
az [1] cikkben; ott a szetik a grafok incidenciamatrixat konstrualjak meg matrix-
felfajos technikaval. Megfogalmaznak egy sejtést is, melynek felhasznalasaval az
5. konstrukcioban latottal azonos méretl és fokszamu grafot konstrualnak, azon-
ban a sejtést csak= 4,9, 16 esetre elledrizték.

6. a) konstrukcié. (g paratlan) Hagyjuk meg a sik egy ovalisanak bels6 pontjait
és elkeruld egyeneseit.

6. b) konstrukcié. (g paratlan) Hagyjuk meg a sik egy ovalisanak kilsd pontjait
és szelb egyeneseit.

Paratlan rend( projektiv sikon egy ovélisrﬂé‘-{ﬁ) kilsd pontja és széje, il-
—-1 7 . z v Py
letve % bel pontja és elkerdl egyenese van. Egy elkewdagyeneseﬁ;—l,
szebn pedig% beld és kil pont talalhatd. Ezek figyelembe vételével azt
kapjuk, hogy a 6. a) konstrukciobol kapott g(él%l)-reguléris ég (¢ — 1) pontja
van, a 6. b) konstrukciobol nyert graf ped@é;—l)-reguléris ésy(q + 1) pontja
van.

7. konstrukcid. (g négyzetszam)Legyeng = p**, ahol p paratlan prim. Ekkor
PG (2, q)-ban 1étezik maximaligk, ,/q)-iv (lasd pl. [8]). Dobjuk ki az iv pontjait
és az ivet elkerlil6 egyeneseket.
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Maximalis (k, \/q)-ivnekk = 1+ (q+1) (/7 — 1) = /g (¢ — /g + 1) pontja
van. Mivel az ivet minden egyenésvagy ,/q pontban metszi, egy nem-iv pon-
ton atq — /g + 1 darab,/g-szeb, és ennélfogva/q elkerib egyenes halad.
Osszegezve, a bennmaradt (83elgyeneseki /g pontot hagytunk el, a benn-
maradt (nem-fv) pontokrg/q egyenest dobtunk ki, azdz — /g + 1)-regularis,

2(¢*+q+1-./q(q¢— \/q+1)) ponta grafot nyertiink.

8. konstrukciod. (q négyzetszam)Legyeng = p**, ahol p paratlan prim. Ekkor
PG (2, q)-ban |étezik unitél, azaz olyan ponthalmaz, mely minden egyénegy
V/q + 1 pontban metsz. Hagyjuk el az unital pontjait €s érintoit.

Az unitalnakq,/q + 1 pontja van. HaP nincs az unitalon, rajtad = ,/q + 1
érintd halad at, hiszen a rajta athalad6 egyenesek szerint szadmolva az unitél pont-
jait, ak + (g+1—k) (/g+1) = ¢/ + 1 6sszefuggéshez jutunk. Egy meg-
maradt egyenest az unitalba 68, /g + 1 pontjat hagytuk el. A kapott graf tehat
(¢ — \/q)-regularis2 (¢* + ¢+ 1 — (¢,/g + 1)) ponton.

A konstrukciokbdl kapott becsléseket atfogalmazzuk a bevezetésben ézerepl
becslések nyelvére, hogy lathatobb legyen, mit is kaptunk. Minden esetben a fel-
hasznalt projektiv sik G(2, q), tehatg primhatvany ég > k. Felidézzik, hogy
L, a konstrudlt paros gréaf egyik cstcsosztélya.

1 k=q+1—t. Itt|Ly| =¢*—(t—1)g = q(qg+1—1t) = kq, tehatc(k,6) < 2kq.

2.k =q+1—t. |Li] = P+q+1—t(qg—1)=3 = q(q¢+1—t)+t—2 = kq+q—k—1,
tehate(k,6) < 2(kq+q—k —1).

3.q=p"Blak=q—p’ W’ +1).|L:| = =" (p°+ D+ (")’ = kq+p*,
tehatc(k, 6) < 2 (kg + p*).
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4. q paratlank = 2. Kozvetlenul kiolvashato, hogy (£,6) < ¢ — 1 =
kg — k) = 4k(k — 1).

S.q=p*>k=q+1—-t.|Li]=(F+qg+1—-tlg+q+1)=(¢g+ 7+
Dig—va+1-t)=(¢+va+ 1)k —q) = (kg — (¢ —k)(va+1) - a),
tehate(k,6) < 2 (kg — (¢ — k)(a+ 1) — /7).

6. a)¢ paratlanj = I+, Kozvetlenil kiolvashato, hogy(%+,6) < ¢*> — ¢ =
2(kq — 2k +1) = 2(2k> — 3k + 1).

6. b) ¢ paratlank = 1. Koézvetlenil kiolvashatd, hogy (%, 6) < ¢* + ¢ =
2(kq + 2k + 1) = 2(2k* + 3k + 1).

7.q =p*, k =q— /q+ 1. Kdzvetlenul kiolvashatd, hogy(q — /g + 1,6) <
2(¢* +q+1—alqg—/q+1) =2(kq + k).

8. ¢ = p*, k = q— \/q. Kdzvetlenil kiolvashatd, hogy (¢ — /7,6) <
2 (¢* — q/3+q) = 2(kq + q).

A felsorolasbdl lathatd, hogy kis csucsszamu gréafra torekedve csak az 1., 2., 4.,
5., 6. a) konstrukcidk lehetnek érdekesek, hiszen a tobbi esgtigemal nagyobb
grafokat kapunk. A 4. és 6. a) példanab 2k — 1, tehat kozelibleg4k? méretii a
graf, mig példaul az 1. konstrukciénal teigesy > k& primhatvany megfelél
amit tipikusan talalunk jovak alatt (nagyk-ra(1+ <)k alatt is), igy pedig kisebb
grafot nyerhetiink. A(k, 6) felsd becsléséhez tehat csak az 1., 2., 5. konstrukciok
hasznosak, de 2. is cséak= ¢ esetén, mert egyébként jobbat ad. A legjobb
becslés az 5., Baer-részsikos konstrukciobadl j6n, azonban az csak akkor mikodik,
ha vank-nal kicsit nagyobly, ami primhatvany négyzete. Osszefoglalasképpen
kimondjuk az eredményeket és néhany specidlis esetet egy tételben.
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2.2. Tétel. Legyery a legkisebb primhatvany, melyge> k. Ekkor

2kq < 2(1 + €)k? minden esetben,
c(k,6) < q 2(k* - 1), hak = q,
2(kq—(¢—k)(ya+1) —q), hagnégyzetszam.

Specidlisan, h& = ¢ négyzetszamyk,6) < 2(k*> — k). Az els6 becslésben
tetsz6legesen kicsi lehet, haelég nagy, de mindenképperc 1.

A tételben szerepleld két becslés szerepel a szakirodalomban (Id. pl. [1], [6],
[9], [11]), a harmadikrdl nincs tudomasom. Elvbedferdulhatnak < ¢ < r
esetén, hogy(k, 6)-ra a harmadik becslésrel jobb eredményt ad, mint az éls

har primhatvany négyzete. Ez azonban nem varhatd, mert legjobb esetben is
r=gq+2 éshag—k =t akkork(qg+2) — (¢ +2—k) (Vg+2+1) —
Vit 2=kk+t+2)—(t+2) (VE+t+2+1)—VE+t+2 < kg = k(k+t)
koérulbeltl akkor teljesil, ha > 2v/k; azonban egy szam és a legkisebb néala
nagyobb primhatvany kuldnbsége — nem tul precizen fogalmazva — ennél kisebb
szokott lenni, egy sejtés szerint legalabbis elég nagy van primk ésk + vk
kozott.

2.2. Az optimalitas vizsgalata

Természetesen @ik fel a kérdés, hogy projektiv sikbél kaphato-e jobb kon-
strukcid, melyldl kisebb cstucsszamig + 1 — ¢, 6)-grafot kaphatunk, magyaran
szOlva adottt mellett¢-j6 (P, Ly) parokat vizsgalva mi a legnagyobb eléet
|Pol-

2.3. Tetel. Tetszolegeg-adrendl projektiv sikort < 2,/q esetén minden-jo
struktarara|Py| < t(q + /g + 1) teljesul.

BIZONYITAS. A bizonyitashoz legyen,; = P, i-szebinek szaman! = Py Lo-
beli i-szebinek szaman = P, L£,-beli i-szebBinek szama. Nyilvanval6, hogy
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n; = n{ + n;, tovabbéa a-j6sagbol
v ) @ Fa+1—|L], hai=t
0 egyebkent

irjuk fel a standard egyenletek megféila P, ponthalmazra aZ, egyeneseivel,

felnasznalva &,-ra vonatkozo egyenleteket:
g+1

Zn Lol (1)
q+1 q+1 q+1 q+1

|Pol (¢ +1) = Zmz Zz’n?+2in%:2in?+tng,
=0 =0 =0

| = | Lol felhasznalasaval és értékét behelyettesitve

q+1
> ind =|Lol(q+14+1) —t(g® +q+1) 2)
=0
adodik. Hasonloan,
q+1 q+1
[Pol (IPol = 1) =Y i(i = V)ny = Y (i = )nf + ¢(t = 1)(¢° + g + 1 — |Lo]),
=0 =0
amit atrendezve az alabbit kapjuk:
g+1
D il =1 = [Lo* + |Lol (=t = 1) = t(t = 1)(¢* +g+1).  (3)
=0

(1), (2), (3) segitségével szamolunk kicsit:
g+1

0= (i = (Va+1)n! =

q+1 q+1 q+1

= 2= n? = Y CAVa+ 0 = ind + 3 (A + 0 =

— Lo+ |Lo| [P =t —1— 2(Va+ 1) — D)(g+1+1) + (Va+1)*] +
(P +qg+D)[2t(Jg+1t) —t) —t{t—1)]

— |Lo)* = 2[(q+ V)t + (g — g+ D] Lol + (¢ + g+ 1)(2t/g + 12)
= (|Lol —t(g+ g+ 1)) (L] = (t+2V@) (¢ — Va+1)),
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kovetkezéskeépp vagdyo| < t(q++/q+1), vagy|Lo| > (t +2,/q)(q — /7 + 1).
(Hat < ¢—/q+1, akkor t (¢ + /g +1) < (t+2y/4q) (¢ — /7 + 1), egyéb-
ként pedig a tételben szerépbecslés amugy is td@la célon). Feltéve, hogy
0<t<2/q6és|Lo| > (t+2\/q)(q—/q+1), akapott(q+ 1 —t)-regularis graf
egyik osztalyanak csucsszama

L <SP +q+1— (420 (a—Vi+1) <P +q+1—t2¢—t+1)=
=(g=0)"+(g—0)+1

volna, ellentmondasban a Moore-korlattal (1.2. tétel). m

A tétel szerint tehat adott fokszam mellett az 5., Baer-részsikos konstrukciobodl
kapottnal kisebb grafot nem nyerhetlink projektiv sik részgrafjaként (legalabbis
aranylag kis-re); ilyen értelemben ez a konstrukcié optimali¥= (2, ¢)-ban [5]
alapjan tobbet is mondhatunk.

2.4. Tétel. (Blokhuis-Storme-Sényi) PG(2,q)-bant < 4%‘7 esetént-szeresen
lefogd ponthalmaznak legalalil{g + /g + 1) pontja van, és egyenléség esetén
a ponthalmaz darab diszjunkt Baer-részsik unidja.

2.5. Kovetkezmény.Ha t < 4%5 és (Py, Ly) t-j0 rendszerPG(2, q)-ban, to-
Vabba|Po| =t (¢ + /g + 1), akkorP, ¢ darab diszjunkt Baer-részsik pontjaibol
all, £, pedig az ezekhez tartoz6 egyenesekbdl.

BIZONYITAS. A 2.3. tételben pontosan akkor all egyéség, han! # 0 «—

i = ,/q+t,azaz mindenh € L, egyenes/q+t pontban metszPy-t. £, egyenesei
a t-josag miattt pontban metszikP,-t, tehatP, t-szeresen lefogd ponthalmaz,
amire alkalmazhat6 a 2.4. tétel. m

Tovabbra is kérdés viszont, hogy mi torténik akkorghreem négyzetszam. Ajo
struktarak alabbi vizsgalata részleges eredményekkel szolgal.
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2.3. At-jo strukturak vizsgalata

2.6. Allitds. Mindent-j6 struktlra eseténPy| > tq — t(t — 1). Egyenléség
pontosan akkor all fenn, hia= , /g, P, egy maximalis /g-iv pontjaibol,L, pedig
az iv kitérd egyeneseibdl all.

BiZONYITAS. LegyenP € P, tetsdleges. P-n at megyq + 1 — ¢ darab benn-
marado egyenes, melyeken egyenként walarab kidobott pont, tehdP,| >
(q+1—1t)t =tq—t(t—1).

Ha egyt-jo strukturardPy| = tq—t(t — 1), akkor a bizonyitasbol lathaté, hogy
P, minden egyenest pontosavagyt pontban metsz, az&2, maxmalist-iv (€s
perszeL, az iv kitéib egyenesei). Masfél egy P € P, ponton athaladé egyene-
sek szerint szamlalvg, pontjait (ezek az egyenesek mind pontospantban kell
messékP-t), a maximalis ivekre ismetPy| =1+ (¢+ 1)(t — 1) =tg—q+t
egyenbséghez jutunk. A keft 0sszevetveg — ¢t = ¢(t — 1), végeredményben
t = \/q adodik. n

2.7. Allitas. Hat < /4, akkor mindert-jo rendszerberP, lefogé ponthalmaz,
L, pedig fed6 egyeneshalmaz. H& 2 és|P,| > tq + 2, akkorP, kétszeresen
lefogd, L, pedig kétszeresen fed6 halmaz.

BizoNYiTAS. A dualitas elve miatt elegeddcsakP, allitott tulajdonsagait iga-
zolni. Tegyuk fel, hogy van olyahegyenes, melye®, nem fog le. Ekkor persze
[ € Ly. I minden pontjgP;-ben van, igy minden pontjan at van pontogan 1
[-t6l killonbd D kidobott egyenes, kdvetkezésképpépl = 1+ (¢ + 1)(t — 1).
Masrészt 2.6. allitas szerif®y| > tq—t(t—1) = t(q+1) —t%. EbWOI |Py| = |Lo|
miatt(t—1)(¢+1)+1 > t(¢+1)—t* adédik, azaz’ +1 > ¢+ 1, ami ellentmond
t < /g-nak.

Most tegyuk fel, hogy > 2, ésP, nem kétszeresen lefogd. Ekkor van olyan
l € Ly, melyenk = 0 vagy 1 kidobott pont van! tobbi pontjan at pontosan— 1
darabl-t6l kiilonbod kidobott egyenes megy, ig¥o| < 1+kq+(qg+1—k)(t —
)=0t—-1+k)qg+(1—-Fk)(t—1)+1<tg+1(mivelt <qg+1). n
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Megjegyzés.Az allitas el felének bizonyitasanalta= ,/q esetben is ellent-
mondasra jutunk, ha van olyan kidobott egyenes, mely m@&szi hiszen akkor
egy bennmarado pontbdl szamola| > (¢ + 1 — t)t + 1-et kapunk. Ebfor-
dulhat azonban, hog®, mindenl egyenesD vagy ,/q pontban metsz aszerint,
hogy! € L, vagy! € L,. EkkorP, egy maximalis,/g-iv; erre lattunk példata 7.
konstrukciéban.

Ha a projektiv sikPG (2, q), [3] alapjan csak parogesetén létezik maximalis
iv, tehat paratlag-ra ez nem fordulhat él

2.8. Kovetkezmény.t < ,/q esetenPy| > tq — t(t — 1) +t. SOt, ez = ,/q
esetén is fennall, kivéve, iy maximalis,/g-iv. Paratlang eseténPG (2, ¢)-ban
t = y/g-rais mindig igaz a becslés.

BIZONYITAS. Hat < ,/q, legyenP € P, egy tetsbleges bennmaradt porf-n
at vant darab kidobott, ég + 1 — ¢ darab bennmaradt egyenes. A bennmaradt
egyeneseke®,-nakt, a kidobottakon legalabbpontja van (mert mint lattukp,
lefog0), igy|Po| > (¢+1—t)t +t =tq—t(t—1)+t. At = /g esetetaz éiz0
megjegyzésben targyaltuk. n

Py pontjait tetsblegesP € P; pontbdl szamolhatjuk, ezért mindén € P;-
bol |Po| — (tq — t(t — 1)) darab kidobott pontot latunk B-n athaladé kidobott
egyeneseken. Jeldlje ezt a szam(@, L, ), vagy rogzitett-jo struktira esetén a
rovidseg kedveeért A kovetkezmeny azt mondja tehat, hagy /g esetén: > +.

2.9. Tétel. Hat < ,/q,c =tesetént =1,c =1+ 1 esetent < 2.

B1ZONYITAS. A ¢ =t esetber?y, mindenL,-beli (kidobott) szabje érint vagy
q + 1-szeb (azaz a teljes egyené%-ban halad), ugyanis a tefdegesP € P,
bennmaradt ponton athaladdarab kidobott egyenes mindegyili® érintdje,
mert mindegyiken van legalabb egy kidobott pont, migllefogd (2.7. allitas
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miatt, mivel?, nem maxmalis iv = ¢ esetén); de pontosan egy kell legyen min-
degyiken, hiszen 6sszesen-= ¢ pontot szamolunk ezentakidobott egyenesen.
Po-ban nem lehet kditteljes egyenes, mert ekkor> 2 volna, és a két teljes
egyenes & ponton athalado kidobott egyeneseket legfeljebb egy kivételld kett
pontban metszenék, ami nem lehetséges. Megmutatjuk,thogy esetén volna
legalabb ket teljes egyene®y-ban. Ketbs leszamlaldssal kaphatd, hogy

|731|t = |{<P,l) P eP,leLlyl 1-SZ€6}| = n(l)q

Felhaszndlva, hogyP:| = ¢* + ¢+ 1 —|Po| = ¢ +q+1— (tg—t(t — 1) + ),

t(q2 1—(tg—t(t—1)+¢ t(t—1)*
no — (¢ +q+1—(tg—1( )+)):tq_t(t_1)+( )‘
q q
t(t—1)
tq—t(t—1)+t:|,c0]:n?+n2+1:tq—t(t—1)+%+n2+l,

£40 t(t—1)?
tehatn), | =t — "

W-D" 4 1 végre isn? 1
q ) g q+1 > L.

A ¢ = t+1 eset vizsgéalatdhoz tegyik fel, hogy 2. Minden bennmaradt pon-
ton &t haladP,-nak (¢ — 1) darab érinje és egy2-szebje Ly-bol, igy megintcsak

kettds leszamlalassal

, masreszp <t < | /q, kOvetkezésképp(t — 1) < g €s

‘,Ply (t — 1) = |{(P, l) PePle ,Co, l 1-5286}‘ = n(l)q, és
1P| = [{(P,]): P€ Py, 1€ Ly | 2-szeb}| =n)(q—1)

nyerhe, amitbl ad = (t —1,q) jeléléssel@ | |P,| adodik, atfogalmazva
Pl =%¢(qg—1), ke{1,2,....d}.

Hak =d, |Po] = ¢*+q+1—(¢>—q) = 2¢ + 1, ami csakt = 2 esetén
fordulhat eb. Hak < d — 1, akkor a 2.3. tétel felhasznélaséaval
q(g—1)

d 7

vagyis 400 < (g + /g +1) —2¢ — 1. Sz&l$ esetbert = /g, d = /g — 1,

azonbary(\/q+1) < \/q(¢++/q+1)—2¢—1 <= q < —q+/q—1lilyenkor
sem teljesulhet. -

d—1
f+q+1—ﬂq+v@+UfHPﬂS—E—qm—1%=f—q—
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2.10. Kovetkezmeény.Ha3 <t < /g, akkor|Py| > tq —t(t — 1)+t + 2.

Megjegyzés.Az eloz0 allitasban lattuk, hogy < /g ésc = t esetén csak= 1
lehetségest = /g + 1 esetén azonbandbrdulhatc(Py, £,) = t. Erre szol-
galtat példat a 8., unitalos konstrukcio. @t= /g + 1, és|Py| = ¢\/g+ 1 =

=(Va+1)qg—(Va+1) i+ q+1=tqg—tt—1)+t

2.11. Tétel. Tetszbleges projektiv sikon minden 179, £o) paraz 1., 2., 5. kon-
strukciok valamelyike, és legutobbi csak akkor lehet, ha a sik rendje négyzetszam.

BizONYITAS. Mivel L;-beli egyeneseli csak egy pontot hagyhattunk elPa
két pontjat 6sszekdtegyenesek,-ban vannak, és dualisan, barmely Kgtbeli
egyenes metszésponffa-ban van. HaP,-ban nincs 3 altalanos helyzeti pont,
akkorP, része egy egyenesnek. Ekkofy-ban sem lehet harom altalanos hely-
zetl egyenes, hiszen metszéspontjaik harom altalanos helyzetl kidobott pontot
adnanak. Teh&te € L, [-nek egyP pontjan megy &t.P-rol viszont minden
egyenest ki kellett dobnunk, hiszen a bennmaré&et, kiviuli pontokat egyrétlien
kell fednilk a kidobott egyeneseknek. Hasonldan lathato, agynden pontjat
kidobtuk, tehat ez az 1. konstrukdié= 1-re.

Ha vanPy-ban harom altalanos helyzetl pont, akkor az

,Ca:{l€£o|lﬂpo|22}

jelolés mellett(Py, £;) linearis teret alkot. Az Eriéls-De-Bruijn tétel alapjan
|Lo| > |L5| > |Po| = |Lol|, igy mindenhol egyeidlseg all fenn, vagyi€) = Lo,

és igy(Po, Lo) - esetleg degenerdlt - projektiv sik és lefogo, ilyenformén vagy a
2. konstrukcié, vagy egy Baer-részsik, azaz az 5. konstrukcio. n

2.12. Tétel. PG(2,q)-ban minden 2-j6 struktlira az ismertetett 1. konstrukcio
(ami egybeesik a 2. konstrukcioval), paem négyzet. Ha > 256 négyzet, ezen
kivil csak két diszjunkt Baer-részsik unidja lehet (v.0. 5. konstrukcio).
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BizoNYiTAs. A 2.9. dllitas értelmébe[P,| > 2¢ + 1. Ha egyerbség all fenn,

a bizonyitashoh{ = ¢ — 1, n) = ¢, és ezell n),, = 2 olvashato ki. A két
teljes egyenes éppe@q + 1 pontot fed le, tehdP, pontjai pontosan ezeknek az
egyeneseknek a pontjaP, Ly-beli érinti at kell menjenek a két teljes kidobott
egyenes metszespontjan, igy a metszéspontot teljesen fedik a kidobott 1-, illetve
q+1-szebk. Ennélfogva a 2-szék metszéspontjan at legalabb 3 kidobott egyenes
halad, igyP,-ban metszik egymast, ergo ez az 1. konstrukcio.

Ha |Po| > 2¢ + 2, a 2.7. allitas szerir®, kétszeresen lefogé ponthalmaz, és
ezért [2] alapjan legalabb, masrészt a 2.3. tétel szerint legfelieph /g + 1)
pontja van, ami pedig az 2.5. kbvetkezmény értelmépen256 esetén csak két
diszjunkt Baer-részsik esetén lehetséges. m

Megjegyzeés. A q > 256 feltételt csakP, strukturajanak meghatarozasahoz hasz-
naltuk, méretéhez nem. Altalaban téileges projektiv sik 2-lefog6 halmazanak
mérete legalabBq + \/2¢ + 2, amikdl 2-j6 struktarakrdPy| > 2¢ + 2 = |Py| >

2q + +/2q + 2 adédik.

2.4. Nemlétezési tételek

A c(k,6) > co(k,6) = 2(k* — k + 1) Moore-korlat pontosan akkor éles, ha
van k — 1 rend0 projektiv sik. Mint emlitettik, ezidaig csak primhatvgma
ismertqg rendd projektiv sik, és nem tisztazott, hogy altalaban mas esetben mi
az igazsag. Vannak azonban nemlétezési tételek, melyekkel tehat bizonyos ese-
tekben javithaté a becslés. Az @ldyen tétel projektiv sikok, és altalanosabban,
négyzete — (v, k, \) blokkrendszerek létezését koti feltételhez.

2.13. Definicio. Egy (P, B) illeszkedési struktura négyzetes (vagy szimmetrikus)
2 — (v, k, \) blokkrendszer, ha

1 |P|=1|B|=wv,

2. barmelyB € B blokkrak pont illeszkedik,
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3. barmely két kulénbdz6 pont pontosadarab blokkban szerepel,
4. barmely két kilonb6z6 blokk k6z6s pontjainak szama

2.14. Tétel. (Bruck-Ryser-Chowla)Ha van négyzete® — (v, k, \) blokkrend-
szer, akkor

e ha2 | v, akkorn = k — A négyzetszam;

e ha2 v, akkor aZ* = nX? + (—1)"z Y2 egyenletnek van nemtrivialis
egész megoldasa.

A g-adrend( projektiv sikok és a négyzetes (¢*> + ¢ + 1,q + 1,1) blokk-
rendszerek egybeesnek, igy a Bruck-Ryser-Chowla tétel alkalmazhaté projektiv
sikokra, és a kdvetkéZeltételhez vezet:

2.15. Tétel.Hag = 1,2 (mod 4) és létezikj-adrendi projektiv sik, akkar =
a® + b? megoldhat6 az egész szamok korében.

Ez kizarja példaul hatodrend( projektiv sik létezéseét, eZ@r6) +# co(7,6) =
86, tehétc(7,6) > 88 (a csucsszam mindenképpen péros, hiszen a fokszam pérat-
lan). Tovabbi finomitasra ad leliesteget az alabbi két tétel [4].

2.16. Definicio.Egyn csucsUs (k, g)-graf tobbleteeq = n — ¢o(k, g).

2.17. Tétel. (Biggs-Ito, 1980)Tegyuk fel, hogy+ egy(k, g)-graf,g = 2r > 6 és
eq < k — 2. EKkorG paros, és atmérbje + 1.

2.18. Tétel. (Biggs-Ito, 1980)Tegyk fel, hogy: egy(k, 6)-gréaf, melyree = 2.
Ekkork # 5,7 (mod 8), éslétezik szimmetrikas- <@, k, 2) blokkrendszer
(Un. bisik).

BizoNYiTAS. A 2.17. tétel szerin(G paros graf. Legyer: két csucsosztalya
P ésL, melyekreeq = 2 miatt |P| = |£| = k* — k + 2. G-re tekinthetlink
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agy, mint egyP ponthalmazu é&£ egyeneshalmazu parcidlis lineéris tér illesz-
kedési grafjara; tekintsiik hat@-bél szarmazo parcialis linearis teret, melyben
minden egyenesrk pont illeszkedik, és minden ponton/aegyenes halad. Tet-
slegesP € P pont esetén a vele kollinearg pontok szamak-t is beleértve)
1+k(k—1)=k*—Fk+1,azazvP € P 3\P* € P, melyrePP* ¢ L; ugyan-
ez elmondhato6 duédlisan egyenesekre. NyilvBn)* = P. Készitsink egy Up
strukturat, melynek pontjai és blokkjai rendréPa= {P, P*},1 = {l,1*} rende-
zetlen pont-, illetve egyenesparok, B 1 definicié szerint pontosan akkor, ha
G-ben P, P*,1,1* két élet feszit (tobbet nem tud,definicioja miatt). HaP Z I,
akkor aP*-ra illeszke® k darab egyeneiset egymastol é®-t6l kilonbdd pon-
tokban kell messék, tehat csék— 1 metszheti kbzuliK-et; magyaranP* 7 [*.
Emiatt egyrészt foka k, masrészt PQ)* = P*Q* és ebbl (P*Q)* = PQ*;
igy a]3, @ S-beli pontokat tartalmazo blokkoﬁé ésﬁ@. Ugyanez duadlisan is
elmondhato, tehat valdban egy szimmetrikus— (%, k, 2) blokkrendszer.
RoOgzitsik tetszdleges modon, hogy egy, P*, illetve egyl, [* par mely elemét
jeloljuk *-gal. Mondjuk azt, hogﬁIslAél kereszted, haPZ[* ésP*Zl. Ha
egy négy hosszuség’ﬁ,f, @,6 kor S-ben paros sok kereszteglet tartalmazna,
akkor G-ben a megfelél élek két négy hosszusagu kort alkotnanak, ami nem le-
het, hiszer; hat dségli. (APZ1*Z QT ¢ T P’ sorozatba a kéidjelek helyére
kell *-ot vagy semmit irni agy, hogy ‘a— semmi valtasok, azaz a keresfi€tek
szama paros legyen. Ehhez mindeuatan valamikor kell jonnie egy semminek
is, tehat a végérP all, azaz zarul a kor.) Jeldlje a keresztez élek szamat,
C; azi kereszted élet tartalmazo korok szamé&tben ¢ = 1,3). Barmely két
P =+ @ ponton at pontosan egy négy hosszu kor hddten, igyv = %-vel
Ci+0C5 = @ Egy blokk két pontjat pontosan egy tovabbi blokk tartalmazza,
ezért egyﬁIS 1 élen atk — 1 négy hosszusagu kor halad, aglikettds leszam-
lalassalCy + 3C; = (k — 1)z. E ketbbdl 205 = (k — 1)z — 2“=1 adédik, ami

2
k =5,7 (mod 8) esetén ellentmondas, hiszen a jobb oldal paratlan. n

Megjegyzés.Hak = 7 (mod 8), akkor ketb hidnyu(k, 6)-gréaf |étezését pusztan
a bisik alapjan cafolhatjuk: ekkdﬁz‘gﬁ paros, és a Bruck-Ryser-Chowla tétel
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szerintk — 2 négyzetszam, azonban £z- 2 = 5 (mod 8) miatt lehetetlen. A

k =5 (mod 8) eset igy nem zarhato ki, hiszén= 5 ésk = 13 esetén is létezik
bisik. Egy sejtés szerint csak véges sok bisik van (jelenle®, 4, 5,6,9, 11, 13-

ra ismert példak < 13 esetén maskor nem is lehet), ami tovabb novelné a tétel
erejét. A tétel jelzi azt is, hogy &, g)-gréfok csicsszamsorozata lehet lukas:
példaulc(5,6) = c¢o(5,6) = 42, hiszen van negyedrendd projektiv sik, de a tétel
szerint nincg5, 6)-graf 44 ponton.

A (7,6) esetre alkalmazva a tételt(7,6) # 88 adddik, tehat:(7,6) > 90;
ennyi ponton azonban van egy Bak@grszarmazo konstrukcid, vagyis7,6) =
90. A hetedrendi projektiv sik hét-reguléaris részgréafjakéent kaphato legjobb kon-
strukcié 96 pontu, ezért ez a konstrukcido nem agyazhat6 be hetedrend( projektiv
sik illeszkedési grafjaba; valdésziniileg nagyobba se.

3. [Egy 6t bdségli konstrukcid

Az eddigiek utan talan kicsit meglépn most egy 6t@ségl graf konstrukcioja
kovetkezik a projektiv sik felhasznalasaval. Az 6tlet Jason Willifordtol szarmazik
(forrés: [10]). Vegyuk aPG(2, q) projektiv sikot, ahoy paratlan (és a szakaszban
mindig primhatvany), és eg¥y polaritast, azaz olyan illeszkedéstafdé—— L
leképezést, melyr@? az identitas. A sik illeszkedési grafjanak két cslicsosztalyat
azonosithatjukb szerint. Az igy kapott grafot hivjak a stk szerintipolaritas-
grafjanak Masképpen szolva a polaritas-graf ponthalm®&zeésx # y € P
pontosan akkor szomszédosak (jeldlésber y), hazZ ®(y) & P(z)Zy. A
sik polaritas-grafiaC;-mentes(hiszenz ~ u, z ~ v, y ~ u, * ~ v esetén az
z,y pontokat®(u) és®(v) is 6sszekdtng azonban se nem regularis, se nem &t
b6ségl, mivel azz = &(x), Un. autokonjugéltpontok fokag, a tobbiéq + 1,
és ven akadnak benne haromszdgek. Azzéékben targyaltakhoz hasonldan
most is egy alkalmas részgréafot keresiink, amely mar regula€is-égentes lesz.
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Ismert, hogyPG (2, ¢) polaritasanak + 1 vagyq,/q + 1 autokonjugalt pontja van,
melyek rendre ovalist vagy unitalt alkotnak. Ha a polaritas autokonjugalt pontjai
ovalist hataroznak meg, a bélpontok és polérisaik (az elketiiegyenesek), il-
letve a kiil$ pontok és polarisaik (a sz#) a 6. a) és 6. b) konstrukciok tanisaga
szerint reguléaris grafot alkotnak. A fokok a polaritds szerinti azonositas utan is
megmaradnak, hiszen egyikben sincs autokonjugalt (azaz oval®rpa¥; raa-
dasul, amint azt kiszamoljuk, a két konstrukcié kdzul az egyik az azonositas utan
nem tartalmaz haromszoget, tehat 6séqg, regularis grafot ad.
PG(2,q)-taszokdsos moéddn = G F(q)*-ben tekintjik, tehat pontjai és egye-
neseil egy, illetve két dimenziés linearis alterei. Az egyeneseket egy irany-
vektoruk, a sikokat egy normalvektoruk reprezentalja homogén koordinatakkal.
Az egyeneseket reprezentalé szamharmasokat kerek, a sikokat reprezentaléakat
szogletes zardjelbe irjuk. Ennek megfékh(a, b, ¢) € [x,y, 2] < ax+ by +
cz = 0. A szamolas megkdnnyitése végett kimondunk egy lemmat.

3.1. Lemma. Legyerny péaratlan primhatvanyQ egy ovalisPG(2, ¢q)-ban. Ekkor
O stabilizatoraPG L(3, ¢)-ban tranzitivO kulsd pontjain.

BiZONYITAS. Segre tétele, hogyG(2, g)-ban minden ovalis projektiv ekviva-
lens, ezért feltehét hogyO = {(z,2%,1) | z € GF(q)} U{(0,1,0)} az ovalis.
Elég megmutatni, hogy tetSlegesP kulso pont elviheb (1,0, 0)-ba. Legyere és

f a két ériné O-hoz P-n &t, az érintési pontok legyenékés(, és legyeri’ egy
tovabbi pont az ovalisrol. MivePGL(3, q) tranzitiv az altalanos helyzetl pont-
négyeseken, alkalmastranszformacioval eléerhéthogyP’ = A(P) = (1,0,0),
R = A(R) = (0,1,0), Q' = A(Q) = (0,0,1) ésT" = A(T) = (1,1,1). Meg-
mutatjuk, hogyO’ = A(O) = O. Ismét Segre tételére hivatkoz¢H pontjai egy
alkalmasax? + by? + c2% + dzy + exz + fyz = 0 egyenletx, y, ) megoldasai.
(0,1,0) € O és(0,0,1) € O’ miatth = ¢ = 0, de(1,0,0) ¢ O’ miatta # 0.
Felteheb tehat, hogy: = 1, igy az egyenlet? + dxy + exz + fyz = 0 alakl
(ahold, e és f alkalmasint nem ugyanazokat a szamokat jel6lik, mint kordbban).
A P'R' =10,0,1] egyenes érintD '-t, ezért azs, 1,0), s € GF(q) alaku pontok
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(P'R' pontjai) kozul csak0, 1,0) vanO'-n, azazs®+ds = s(s+d) = 0 < s =0,
tehatd = 0. Hasonléan, mivel '@’ = [0, 1, 0] egyenes is érintD’-t, e = 0, igy
az egyenlet:? + fyz = 0 alakd. Ugyanakko?” = (1,1,1) € O’ miatt f = —1
kell legyen, aza®)’ = {(x,y,2): 2> —yz =0} = {(x,2% 1) : x € GF(¢q)} U
{(0,1,0)} = 0. m

3.2. Kovetkezmény. O stabilizatoraPG L(3, ¢)-ban tranzitivO szel®in.

BIZONYITAs. Legyene; szeb, éslegyen, az ebirt képe. Ha;NO = { P, Q;},
és aP;-n, illetve ;-n athaladd egyértelma érik k; ésl; (i = 1,2), akkor alkal-
masO-t stabilizalé automorfizmussal vigyikia N [; kiilsd pontot ¢, polarisat)
a ky N Iy kUIsO pontba €, polarisa). Mivel kollineacié érirdtt érinbbe, érintési
pontot érintési pontba visz; képee, lesz. m

3.3. Tétel. LegyenO ovalis PG(2, q)-ban,® pedig a hozza tartozo polaritas. A
polaritas-grafban a kilsd pontok altal feszitett részgraf pontosan akkor harom-
szbgmentes, ha= 3 (mod 4), a bels6 pontok altal feszitett részgraf pedig pon-
tosan akkor haromszégmentes,gha 1 (mod 4).

BizONYITAs. A bizonyitas soran &l jel négyzetelemet jeldPG(2, ¢)-ban, azaz
olyan nemnulla elemet, melyd@ll valaminek a négyzeteként, pedig nemnégy-
zet-elemet. Felteh@thogyO = {(z,2% 1) | x € GF(q)} U{(0,1,0)} az ovélis.
Az O-t megadé polaritast @ ((x,y, z)) = (z,vy, z) A egyenlet irja le, ahol

Ennek megfelélen egy(z, y, z) pont polaris egyenese|2x, —z, —y| egyenesQ
érintdi igy az idedlis egyenes0, 0, 1]) és a2z, —1, —z?] alakl egyenesek. Egy
(a,b,c) ¢ O pont pontosan akkor kitlspont, ha rajta van egy érim. Feltehe,
hogy a keresett érititnem az idealis egyenes, hiszen mindendipgntra ponto-
san ket érin® illeszkedik, azaz dax — b — cz* = 0 egyenlet megoldhatésaga a
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kérdés. A megoldhatdésag azzal ekvivalens, hogy bc = (. Ennek fényében
egy(a,b,c) ¢ O pont pontosan akkor bélpont, has? — bc = A.

A P, () ésR pontok pontosan akkor alkotnak haromszdéget a polaritas-grafban,
haP = ®(Q)N®(R), Q@ = P(R)NP(P), R=P(P)NP(Q). Magyaran akkor
van haromszog kugs(avagy bel8) pontokbdl, ha vannak olyaR ésR € ®(P)
kllsd (avagy bel8) pontok, melyekre&) = &(P) N ®(R) is kulsH (avagy bels)
pont.

Vizsgaljuk ebszor a kilé pontok esetét. FelteliethogyP = (1,0,0). Ek-
kor ®(P) = [1,0,0] (a fugdleges egyenes). Ezen a kiilpontok a(0, z, 1)
alakuak, ahol-z = O. LegyenR = (0,r,1) egy kil pont, vagyis—r = .
®(R) =1[0,—1,—r], Q@ = ®(R)NP(P) = [1,0,0] n [0,—1,—r] = (0, —r,1).
() pontosan akkor kuéspont, har = [, ez viszont—r = [ miatt akkor és csak
akkor tejesulhet, ha-l = [0, azazg = 1 (mod 4).

Vizsgaljuk most haromszdgek |étezését a bgdsntok kdrében. Feltehit
hogy P = (0, p, 1), ahol—p = A. Ekkor®(P) = [0, —1, —p], melynek pontjai az
(z, —p, 1) alaktak és a1, 0, 0). Ezekidl beld pontok azz, —p, 1), 22 +p= A
alaku pontok. LegyemR = (r,—p,1) egy bel® pont, ami annylt tesz, hogy
P +p=A Q=3dP)NP®R) =[0,-1,—p]N[2r,—1,p] = [p,rp,—7].
Q pontosan akkor befspont, hgp? +12p = p(r? +p) = A, viszont(r? +p) = A,
tehat() pontosan akkor betspont, hap = (0. Masrészt-p = 2\, ilyenforman ez
akkor és csak akkor teljesul, hal = A, azazg =3 (mod 4). n

3.4. Kovetkezmény.Ha ¢ = —1 (mod 4), akkor Iete2|k((qT), 5)-gréaf
4at) ponton, hag = 1 (mod 4), akkor létezik((2£2) , 5)-graf 421 ponton.

3.5. Tétel. Hag =3 (mod 4), akkor létezik((%52) , 5)-graf "(‘12—_1) ponton.

BizONYITAs. Vegyuk PG(2,q) egy ® polaritas altal meghatarozafl ovalisat,
legyenP € O, e pedigO érintdje P-ben. Legyen_, a P-n athaladde-t6l kilon-
b6z0 egyenesek halmaz®, pedige P-t6l kilonbdd pontjainak halmazarl,
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egyenese szebi, P, elemei pedig® kilsd pontjai. Mivel ®(e) = P, min-
den@ € e\ {P} pontrad®(Q) P-n athalado szél és ezérd bijekcid P, és
Ly kozott. Mindenl ¢ L, szeb egy P-t0l elté® pontban metsz-t, és minden
Q ¢ P, kulsd pont illeszkedik pontosan egy-n athaladé szére. Ezek szerint a
polaritas-grafbarP \ P, minden pontjanak pontosan egy szomszédja Bgika,
tehat aP \ P, 4ltal feszitett részgréf;! — 1 = %2 fok(, és22) — ¢ = 41
pontja van. n

4. Konstrukciék altalanositott n-szogekldl

Mint azt kordbban emlitettiik, a projektiv sik és az altalanositott hAromszdg
fogalma ugyanaz. Eld kiindulva néhany konstrukciot altalanositatiszégben
is megfogalmazunk. Vegyiik észre, hogy a projektiv sikoknal latott 1. konstrukcio
t = 1 esetén — az 1.2. Moore-korlat jeloléseivel élve — megjelenik, ha kitdroljuk
a graf kozepét alkot6 csucsokat, azaz csakiaz és aV,,_; altal feszitett grafot
tekintve. Ez tetsileges Moore-graf esetén kivitelezbetLegyen most: > 4
paros, és vegylnk egy olyan altalanositeizéget, melyben minden ponya- 1
egyenes, illetve minden egyenesgre 1 pont illeszkedik (sajnos ekkor = 4, 6).
Legyen P tetsdleges ponte tetsdleges egyenes. Az illeszkedési grafot szem
eltt tartva vezessik belgz) = {y € PUL: d(x,y) = 1} jelblést(z € PUL).
A korabbi elnevezéseket, jeloléseket atvéve legyen

Py ={QeP:dP,Q) <n—2}, P{=1{Q€P:d(e,Q) <n-—2},
LY ={leL:dPl)<n—2}, L;={lcL:d(e]) <n—2},

tovabbaP, = Pl U P¢ ésL, = LE U L. Ha mostf € P, egy bennmaradt
egyenesnp — 2 < d(e, f) < n és paros, tehat(e, f) = n, ezért azf-re illesz-
kedd pontok nincsenelR$-ben. Viszontn — 2 < d(f, P) < n és paratlan, tehat
d(f,P) =n— 1. Mivel f ésP kdzott egyetlemm — 1 hosszusagu ut vezet, €iib
\F(f) ﬂﬂﬂ = 1 kovetkezik. Hasonléan meggondolhatd, hogy minden pontrdl
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pontosan egy egyenest hagytunk el, teffat £,) egy 1-j6 struktdra. Ez nem
flgg P ése valasztasatol = d(P, e) lehetl, 3,...,n — 1, és mindegyik esetben
Pl =1+q+¢*+...+¢" % Had = 1, mindenQ € P§-red(e,Q) <n—3
(legfeljebbn — 2, de paros nem lehet), ezé(tP, Q) < d(e, Q) +d(e, P) < n—2,
kovetkezésképpeRs C Py, igy [Po| = |P{| =14+ q¢+¢* + ... +¢" % Ha
d > 3, |Po| kiszamitasahoiPy| = |PJ| + |P§ \ PL| alapjan elég meghatarozni
|Ps \ PY|-t; tegyuk ezt killom = 4 ésn = 6 esetén.

Han = 4,d = 3, akkorP{\PL = {Q € P: d(P,Q) = 4, d(e,Q) = 1}. Mivel
a grafban nincs nyolcnal révidebb kor, egyetl@rpont van, melyrel(R, Q) =
1, d(R, P) = 2, ezért a kérdéses halmaelem; igy| Po| = ¢> +2¢ + 1.

Han = 6,d = 3, akkorH = P\ PY = {Q € P: d(P,Q) =6, d(e, Q) = 3}.
Ha X € PUL ésd(P,X) < 5, akkor X-nek csak egy szomszédja vaf+
nél kdzelebbP-hez, a tébbi; darab tavolabb varbte (szigortan).H egy eleme
e-b6l harom |épésben csak-t6l szigortan tavolodva értieel, ése-bodl indulé,
P-t6l tAvolodd harom hosszu Ut mindenképpésba fut be. Mindent egybevetve
H| = ¢3, tehat|Py| = 1 + ¢ + ¢ + 2¢° + ¢*.

Han = 6,d = 5, akkorH = P§ \ P& = H; U Hs, ahol
H; ={Q € P: d(P,Q) =6, d(e,Q) =i} (i =1, 3).
Az el6z6 meggondolasok alapjdtt, | = q. Hs = H UH; , ahol
Hi={Q€eHs: X, fre~Xr~f~Q, ésd(P,X) =6},

H; ={Q E€Hy: 3X, fre~X ~ f~Q, ésd(P,X) =4},

Hi elemeinélX-et ¢, X-hez f-et szintény, utdna@-t ¢ — 1 kiilonb6d moédon
vélaszthatjuk medd(e, Q) = 3 miatt X # Q, ¢ # f), ezért|H7| = ¢*(q — 1).
H; esetébenX egyértelm, és{-hez f-etq — 1, Q-t pedigq kilonb6 mdédon
vélaszthatjuk meg, tehftt5 | = q(q—1). EzeklBl [H| = ¢+¢*(¢—1)+q(q—1) =
¢*, minek kovetkeztébejPy| = 1+ ¢ + ¢ + 2¢° + ¢*.
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Mint a projektiv sikok esetében, altalaneszogekre is lehetséges mindere
t-jo strukturat megadni (mely tehat olyan pont- és egyeneshalmaz, amit kidobva a
grafbol a maradékg+1—t)-regularis). Legyem > 4 paros. A projektiv sikokndl
latott 1. konstrukciét altalanositandé, legyBntetsdleges pont/,,...,[; P;-en
athalado egyenesek,, . . ., P, pedigl;-re illeszked pontok. Legyen

Po={QeP:31<i<t:d(P,Q)<n—2},

Lo={eecP:I1<i<t:d(;e) <n-—2}

Megjegyezzik, hogy ha példad(/;, Q) < n — 2, akkord(l;,Q) < n — 3, és
ezértd(P;, Q) < n — 2, tehéat ez a konstrukcié ugyanazt az elvet kveti, mint a
korabban latottak; nem jelent valtoztatast, hogy a kivalasztott egyedékeefel-
jebbn — 2 tavolsagra leé pontok elhagyasat nem koveteljik meg kilén, mint az
elézoekben. (Py, Ly) t-j6 par, hiszen ha) tetsdleges bennmaradod pont, akkor
mindenl < i < t-red(P;,Q) = n ésd(l;,Q)) = n — 1, tehat a@-ra illesz-

kedd egyenesek (a grafbap szomszédai) kdzil azokatea, . . . , e; egyeneseket
hagytuk el, melyek a grafban dzt Q-val 6sszekdi, egyértelmil/;-nek jelolt

n — 1 hosszusagu utakon szerepelnek. Mindesi i < j < t-ree; # e;, mas-
kulénbend(l;,l;) = 2 miatt volna a grafban legfeljebbn — 2 hosszusagu kor,
ami nem lehetséges. Dualis gondolatmenettel lathato, hogy minden bennmaradé
egyenesil ¢ darab pontot hagytunk el, vagyi®,, L,) valébant-j6. |P,| 6ssze-
szamlalasahoz tekintsiik egyszdr,atél legfeljebbn — 2 tavolsagra elhelyezkéd
1+q(g+1)+¢*(¢g+1)+...+¢"3(¢+1) darab pontot, valamint &, . . ., P;-t6l

n — 2, P,-t6l n tavolsagra le§ pontokat, melyek minden < i < t-re ¢" 2 da-
rabot tesznek ki. Ezek a ponthalmazok mind diszjunktak egymastadl, ilyenfomran
Po| = 1+q++¢+.. . +¢" 3 +tg" 2. Ezekidl adodik a kdvetke eredmény.

4.1. Tétel. Legyenkt < ¢, aholq primhatvany. Ekkor
1. hag = 2n = 8,12, akkorc(k, 2n) < 2kq"2,
2. ¢(q,8) <2(¢° —q),
3. c(¢,12) <2(¢" = ).
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4.2. Kovetkezmény.Han = 4,6, akkorc(k, 2n) ~ 2k 1.

BizoNYiTAs. Mindene > 0 esetén elegeid@n nagyk-ra g valaszthatg1 + ¢)-
nal kisebbnek. Ezutan azéeh tételld| és az 1.2. Moore-korlatbdél azonnal adédik
az allitas. m

Megjegyzés. A 4.1. tétel el allitAsanaky = 8 esete paratlap-ra kdvetkezik
az 1.6. tételbl, és persze emiatt a kovetkezmény vonatkoz6 allitdsa is, azonban
g = 12-re az csak(k, 12) < 2k¢°-t ad.

Végezetll kdzlink még egy nemlétezési eredményt §1]-b

4.3. Tétel. (Biggs-Ito, 1980)Ha g = 2n > 8, akkor nincs kett6 tobblet(k, g)-
gréf.
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